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Vorwort. 



V3k 

^ Der Verfasser trug sich zwar seit längerer Zeit mit 

"der Absicht^ eine in einfachen Grenzen gehaltene „DiflFerential- 
und Integralrechnung^^ zu schreiben^ hätte aber diese Absicht, 
im Hinblick auf die grosse Zahl vorhandener Lehrbücher, 
kaum verwirklicht, wäre ihm nicht die Aufforderung zu- 
gegangen, für die Sammlimg „Schubert" diese Teile zu 
übernehmen. 

Der Charakter der „Differential- und Integralrechnung^^, 
deren erster Band hiermit vorliegt, bestimmt sich eben in 
der Hauptsache dadurch, dass sie Teil einer Sammlung 
mathematischer Lehrbücher sein soll; es erschien daher an- 

, gemessen, des öfteren auf andere Teile der Sammlung zu 
verweisen. 

Der Verfasser hat sein besonderes Augenmerk auf die 
Fehlerabschätzungen gerichtet, da gerade derartige Be- 

• trachtungen und Rechnungen bei den Anwendungen der 
Infinitesimalrechnung auf Naturwissenschaflen eine hervor- 
ragende Rolle spielen. Dagegen erschien ein besonderes 
Eingehen auf naturwissenschaftliche Aufgaben nicht er- 
forderlich, da solche in den bekannten Werken von 
Nernst-Schoenflies und Lorenz zur Genüge behandelt 
worden sind. 

Aus ökonomischen Gründen erschien es zweckmässig, 
die Anwendungen der Differentialrechnung auf Kurven (und 
Flächen), zugleich mit ihren Umkehrungen, im zweiten Bande, 
der „Integralrechnung^*, zu entwickeln. 
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IV Vorwort. 

Der Kenner des Gegenstandes wird finden^ dass es 
sich der Verfasser hat angelegen sein lassen^ den Stoff, 
soweit es möglich war, eigenartig zu gestalten. 

Die Ausführlichkeit des Inhaltsverzeichnisses^ sowie die 

» » 

zahlreichen Übungsaufgaben (insbesondere der §§ 14, 17^ 18)^ 
werden dem Leser nicht unwillkommen sein. 

Eine Zusammenstellung historischer Notizen über die 
Infinitesimalrechnung möchte sich der Verfasser für den 
Schluss des zweiten Bandes vorbehalten. 

Ostseebad Warnicken, 

Ende August 1901. W. Fr. Meyer. 
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Grenzwerte und Differentialqnotienten. 



Kapitel I. 

Elementare Vorbetraohtungen. 
§ 1. Zwei Hilfssätze aus der Potenzlehre. 

Die Reihe der „natürlichen'^ Zahlen 
(1) 1, 2, 3, 4, . . . (w - 1), n, (n + 1), . . . 

bricht nie ab, sie ist „unbegrenzt fortsetzbar" oder kurz: 
„unbegrenzt". Wenn jemand eine noch so grosse (posi- 
tive) Zahlgrösse*) a> angiebt, so kann man in der Reihe (1) 
stets soweit gehen, bis man auf ein „Glied" der Reihe^ 
eine Zahl n stösst, die noch grösser als co ist. 

Dafiir bedient man sich auch des Ausdrucks: „Man kann 
n „beliebig wachsen" oder auch „unendlich gross 
werden" lassen." Häufig sagt man auch: „n hat den 
Grenzwert Unendlich (in Zeichen: den Grenzwert oc)". 

Umgekehrt hat die ebenfalls unbegrenzt fortsetzbare Reihe 
der „Stammbrüche": 

m 1111 _1_ 1 1 

^' 1' 2' S' 4' '•- n—l' n' n + l' '■■ 



*) Da der Ai^fänger unter einer „Zahl^ leicht nur eine ganze 
Zahl versteht, bedienen wir uns des Ausdrucks ;, Zahlgrösse^, um da- 
mit eine rationale oder irrationale (positive oder negative) Zahl zu be- 
zeichnen (s. diese Sammlung Bd. 1 §§ 25, 31). 

W. F r, M 6 y e r , Differentialrechnung. 1 



2 § 1* Zwei Hilfss&tze ans der Potenzlehre. 

die Eigenschaft^ dass ihre Glieder an Grosse ^^ unbegrenzt 
abnehmen''^ d. i.: nennt wiederum jemand eine noch so 
kleine (positive) Zahlgrösse e, so kann man die Reihe (2) 

soweit verfolgen, bis man ein Glied — trifft, das noch kleiner 

n 

als € ist; offenbar hat man zu dem Behuf nur n grösser als 

— zu wählen. Man sagt in diesem Sinne auch, dass die 

Glieder der Reihe (2) „bei beliebig wachsendem n unter 
jede Grenze sinken", oder auch: „gegen Null kon- 
vergieren", oder auch: „unendlich klein werden", oder 

endlich: „— hat bei beliebig wachsendem n den Grenz- 

wert Null". 

Das nämliche gilt von der etwas allgemeineren Reihe: 

J/» L» i* 1/» Z* Z> Ji» 

^_v 1» Iv Iv nf tv tv n/ 

W i> 2 ^ 3 M ' • ' • n^^' n' ^TfT' ' * * 

wenn Je eine beliebig, aber fest gewählte (positive) Zahlgrösse 
bedeutet. 

Die Reihen (1) und (2) spielen, wie wir gleich sehen 
werden, bei der Vervollständigung der elementaren Potenz- 
lehre der Arithmetik eine grundlegende Rolle. Indem 
wir die Glieder von (1) resp. (2) als Exponenten einer festen 
(positiven) Basis a betrachten, bilden wir die beiden neuen 
Reihen: 

(4) a^ = a, a*, a«, a^, ... a«-% a*", a**+^ 



9 • 



(5) 



' ' 8_ ± 4, 



«1 = a, a* = yä, a* = ya, a* = fä, . . . 

H — 1^ — _ n. — — l — M-(-l^ — 

a«-i = ya, a" = yä, a«+i = yä, . . . 



wo das Wurzelzeichen fä stets die eine positive w*® Wurzel 
aus n bedeutet, deren Existenz die gewöhnliche Arithmetik 
(s. diese Sammlung Bd. 1 § 30) nachweist. 

Wir fragen, ob nicht die neuen Reihen (4), (5) einen 
ähnlichen Charakter aufweisen wie die früheren (1), (2), d. h. 
ob sich nicht auch hier ein bestimmter Wert angeben lässt, 
dem sich die Glieder von (4) resp. (5) bei beliebig wachsen- 
dem n mit beliebiger Genauigkeit nähern? 



§ 1. Zwei Hilfssätze aus der Fotenzlehre. 3 

Es kann die Basis a in der Reihe (4) grösser oder 
kleiner als die Einheit sein^ oder im besondem auch ihr 
gleich. Im letzteren Fall, wenn a gerade gleich der Einheit^ 
ist auch jede Potenz a** der Reihe (4) gleich der Einheit^ 
und es ist damit die aufgeworfene Frage schon entschieden. 

Sieht man also von diesem speziellen Falle ab, so ge- 
nügt es ersichtlich^ bloss eine der beiden Möglichkeiten a > 1^ 
a < 1 in Betracht zu ziehen. Denn angenommen^ die in 
Rede stehende Frage sei bereits för eine beliebige Basis 
a < 1 beantwortet, so ist sie es zugleich auch für die Basis 

1 /l \" 1 

— > 1 — da ja ( — 1 = — — , d. h. für jede Basis > 1, und 

umgekehrt. Es empfiehlt sich^ den Fall a > 1 direkt zu 
untersuchen^ und wir setzen demgemäss: 

(6) a = l+pip>0), 

wo also unter p eine im übrigen beliebige^ wenn nur posi- 
tive Zahlgrösse zu verstehen ist. Es wird nunmehr sucoesive: 



(7) 



a8 = a2(l+i?), a^ = a^{l+p), ... 

[a*' = a*'-^{l+p), a''+i = a«(l+jp), ... 



Aus diesen Gleichheiten lassen sich einfachere Ungleich- 
heiten ableiten. Da a* = (1 +p){l +p) = 1 + 2p +p\ so ist 
jedenfalls: a* > 1 + ^Pl weiter a* = a^{l+p) = l+3p + po- 
sitiven Gliedern, also sicher a* > 1 + Si^i desgleichen a* > 1 
+ 4jp u. s. f. 

So fortfahrend, wird man gemäss der sogenannten „un- 
vollständigen Induktion^^ erwarten dürfen, dass allgemein 
a"> 1+nj) ist. Der Beweis dafiir geschieht vermöge „des 
Schlusses von n auf n + 1" oder der sogenannten „voll- 
ständigen Induktion'^ Aus der Annahme der Richtigkeit 
von a" > 1 + >*i> für irgend ein n folgt wegen a'*+^= a~(l +p) 
sofort a'*+^>(l+wjp)(l+jp), i. e. >l + (w + l)2> + einem 
positiven Gliede, also um so mehr a"+^ > 1 +{n+l)p. Für 
n = 2, 3; 4 war aber die in Rede stehende Ungleichung direkt 
erwiesen, mithin gilt sie allgemein. 

Somit hat sich für jede natürliche Zahl n(>l) ergeben: 

(8) a»*>l+njp. 

1* 



4 § 1* Zwei Hilfssätze ans der Potenzlehre. 

Hieraus lässt sich aber unmittelbar folgern, dass a** bei 
beliebig wachsendem n unendlich gross wird: denn sei 
wiederum cd eine beliebig gross gewählte Zahlgrosse, und 
soll ein Exponent n denui; bestimmt werden, dass a**>cö 
wird, so hat man nur die rechte Seite der Ungleichung (8) 
noch grösser als co zu machen: 

(9) l+npyo), i. e. n > . 

Sei beispielsweise p gleich ein Milliontel = 0,000001, 
somit a nur wenig von Null verschieden, und sei co gleich 

einer Million + Eins = 1 000 001 gewählt, so wird 

P 
gleich einer Billion = 1 000 000 000 000, und man hat nur 

n noch grösser als eine Billion zu wählen, um für a" einen 

Wert zu erhalten, der a> = 1000 001 an Grösse übertrifft. 

Damit ist nach Obigem auch der zweite HauptfaU a < 1 

erledigt^ denn da a = — , also auch «*• = jp- ist, und der 

a \a) 

Nenner dieses Bruches wegen — > 1 bei beliebig wachsendem 

n jede noch so grosse Zahl überschreitet, so muss umgekehrt 
a~ bei derselben Annahme unter jede noch so kleine Zahl 
heruntersinken. 

Wir können demnach den ersten Hauptsatz aussprechen: 

I. Ist a eine positive Basis, so hat die 
Potenz a", wenn n eine beliebig wachsende 
natürliche Zahl vorstellt, den Grenzwert 
oder oo, je nachdem a kleiner oder grösser 
als 1 ist; nur in dem speziellen Falle a = l 
hat a" für jeden Wert von n den Wert 1. 

Nunmehr werde die analoge Untersuchung betreffs der 
Eeihe (5) angestellt. Sei wiederum a>l, also nach (6) 

gleich 1 +jP gesetzt, so ist ya sicher ebenfalls > 1, und wir 
dürfen daher schreiben: 

(10) }^ = }T+^=l+7rn 

oder, was dasselbe ist: 
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(10a) (l+jtnT = a = l+p, 

wo unter jtn eine positive Zahlgrösse zu verstehen ist, die 
natürlich für jedes n einen andern Wert annimmt. Da aber 
gemäss (8) 

ist; so folgt unmittelbar aus (10): 

(11) l+p>l+n7in, 

mithin 

(IIa) ''"<f- 

Dies lehrt im Hinblick auf die Reihe (3)^ dass 

«_ 

7Cn = ya 1 

mit wachsendem n unter jede Grenze sinkt, gleichgültig, wie 
gross der vorgelegte Wert von p war. Hätte man dagegen 

1 '•r- 

a < 1 angenommen, so brauchte man nur statt ya zu 




a 

schreiben, um auf den eben behandelten Fall zurückzukommen. 
Der Unterschied zwischen beiden Fällen ist nur der, dass 

n — 

sich ya bei wachsendem n einmal „von oben her^^ d. h. von 
Seiten der grösseren Werte, das anderemal „von unten her" 
d. h. von Seiten der kleineren Werte der Einheit beliebig 

n. — 

nähert. Da endlich far a = 1 auch ya = 1, so haben wir den 
zweiten Hauptsatz gewonnen: 

II. „Die w** Wurzel aus einer positiven 
Zahlgrösse a hat bei beliebig wachsendem n 
den Grenzwert Eins." 

Hierbei ist der „Grenzwert Eins" auch auf den be* 
sonderen Fall übertragen worden, wo man sich dem Werte 
Eins nicht nur beUebig nähert, sondern ihn auch thatsächUch 
erreicht, wie es bei a = l zutriflfit. 

Sei wieder beispielsweise « = 1000001, also p gleich 
einer Million, so hat man in (IIa) nur n gleich einer Billion 
zu nehmen, um jtn unter ein Milliontel herunterzudrücken, 
d. i. die billionte Wurzel aus a = l 000 001 unterscheidet 
sich von der Einheit um weniger als ein Milliontel. 
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Eine genauere Betrachtung lehrt, dass die beiden Sätze I 
und II im Grunde dasselbe aussagen oder einander ^^gleich- 
wertig" sind, d. i. der eine kann aus dem andern hergeleitet 
werden, und umgekehrt. 

In der That, nehmen wir zuerst I als bewiesen an. 

Würde sich dann )a — wir dürfen uns wiederum auf den 
einen Hauptfall a > 1 beschränken — bei wachsendem n 
nicht beliebig der Einheit nähern, so wäre das nur so möglich, 

dass y« stets grösser als 1 + i bliebe, wo h eine angebbare 
feste, wenn auch noch so kleine (positive) Zahlgrösse be- 
deutet; dann müsste auch stets a > (1 + hy sein, im Wider- 
spruch mit I, wonach (1 + hy fiir ein genügend grosses n 
jede gegebene Zahlgrösse a überschreitet. 

Andererseits gehen wir von der Annahme aus, der Satz II 
sei gültig. Würde dann a»* (für a > 1) bei wachsendem n 
nicht jede Grenze überschreiten, so wäre das nur so möglich, 
dass a^ stets unter einer angebbaren festen, wenn auch noch 
so grossen Zahlgrösse a> bliebe; dann müsste aber auch stets 

a unter yco bleiben, im Widerspruch mit 11, wonach ^<o 
bei wachsendem n der Eins beliebig nahe kommen, also für 
ein genügend grosses n zwischen a und 1 zu liegen kommen, 
i. e. kleiner als a werden müsste. 

Wir legen das Ergebnis dieser vergleichenden Betrach- 
tung in dem Satze nieder: 

III. „Die Sätze I und II drücken eine und 
dieselbe mathematische Thatsache in ver- 
schiedener Gestalt aus.*' 

/ — — 

Da )a in der Potenzform a" geschrieben wird (s. Bd. 1 

§ 31), und der Grenzwert von — (für n = oo) die Null ist, 

so bedient man sich für den Satz II auch der kürzeren 
Formulierung: 

(12) ao = 1. 

Jedoch darf diese Schreibweise durchaus nicht ver- 
wechselt werden mit einer in der elementaren Zahlen- und 
Potenzlehre üblichen: dort dient a^ nur als ein Bequem- 
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lichkeitszeichen^ um gewisse Hauptsätze*) einheitlicher aus- 
sprechen zu können; hier aber bedeutet (12) einen beweisbaren 
und oben bewiesenen wirklichen Satz^ und zwar einen 
Grenzsatz". 

Im folgenden soll uns zunächst eine Reihe von An- 
wendungen der Sätze I und II auf Arithmetik (§ 2) und 
Geometrie (§ 3 und 4) beschäftigen, um deren Tragweite und 
Fruchtbarkeit schon auf dieser Anfangsstufe bis zu einem 
gewissen Grade erkennen zu lassen. 

§ 2. Anwendungen auf Arithmetik. 

Summe und Grenzwert der geometrischen Reihe. 
Stetigkeit der Potenz bei fester Basis. 

1. Die geometrische Reihe. 

Unter einer geometrischen Reihe versteht man die 
bereits in § 1 unter (4) eingeführte Reihe der successiven 
Potenzen (mit natürlichem Exponenten) einer Zahlgrösse g: 

(1) go = 1, g^=g, g\ f, .., ^-'y «T, • • • 

Die Reihe als solche ist^ wie die Reihen (1) bis (5) in 
§ 1, unbegrenzt. Brechen wir aber hinter irgend einem 
Gliede, etwa flf"""S ab, so heisst die Reihe eine „endliche", 
mit der „Gliederanzahl" n. Wir betrachten zuvörderst 
diese endliche Reihe und knüpfen an die elementare Aufgabe 
(s. diese Sammlung Bd. 5) an, die im folgenden häufig vor- 
kommende Summe s^i 

(2) Sn = l+g + g^+f+...+r-\ 

die „die Summe der endlichen n-gliedrigen geo- 
metrischen Reihe" genannt wird, auf einen theoretisch wie 
praktisch einfacheren Ausdruck zu bringen. Man verfährt 

*) So z. B., um für zwei resp. mehrere in ihre Frimfaktoren zer- 
legten natürlichen Zahlen sowohl den grössten gemeinsamen Teiler, 
wie das kleinste gemeinsame Vielfache je nach einer einfachen Regel 
za' finden (s. diese Sammlang Bd. 6, Abschn. III) ; ferner, um bei dem 

Potenzgesetz — = »"*"*' auch den Fall m=n mitzuumfassen; um bei 

der geometrischen Reihe (§ 2) das Anfangsglied I ebenfalls als Potenz 
erscheinen zu lassen , u. a. m. 
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dabei so, dass man Sn mit g multipliziert ^ wodurch auf der 
rechten Seite von (2) jedes Glieds mit Ausnahme des letzten, 
in das ihm rechts benachbarte übergeht^ das letzte aber, 
g*^~^, in flf~. Bildet man dann die Differenz s„ — Sng= Sn{l — g), 
so zerstören sich alle Glieder bis auf 1 und g^: 

(3) Sn — Sug = 8n (1 — gf) = 1 — gf" , 

und man erhält die fundamentale Formel für die 
Summe einer endlichen geometrischen Reihe: 

(I) s„ = l+flr+j72 + ...+p«-i = l^=^^, 

wie man auch sofort wieder durch algebraische Division (s. 
diese Sammlung Bd. 6, Abschn. VII) von 1 — jf in 1 — (T 
verifiziert. Die Formel versagt nur dann, wenn g = l, da 

O a l 

• / — ^ 






Fig. 1. 



alsdann der Nenner der rechten Seite von I verschwindet; 
in diesem besonderen Falle erhält man aber unmittelbar 

nmal 



(4) 5„ = l + l + l + ... + l=W. 

Das zur Ableitung von I eingeschlagene Verfahren 
macht auf den ersten Anblick einen künstlichen Eindruck; 
man kann ihm aber eine tiefere Bedeutung abgewinnen. 

Wir bedienen uns dabei mit Vorteil einer aus den Ele- 
menten (s. diese Sammlung Bd. 1 § 22) geläufigen graphischen 
Darstellung, indem wir auf einer festen Geraden oder „Achse", 
von einem beliebig gewählten „Anfangspunkt" oder „Null- 
punkt" aus jede Zahlgrösse a als Strecke von der Länge 
a abgetragen denken, die positiven a nach rechts, die negativen 
nach links. Der Endpunkt der Strecke darf selbst als Re- 
präsentant der Zahlgrösse a gelten und somit als „Punkt a" 
bezeichnet werden. Ist 6(> a) ein zweiter Punkt, so ergiebt 
die stets positive Differenz & — a der Zahlgrössen 6 und a 
die Länge der „Strecke" von a bis h (s. Fig. 1). 

Sei zuvörderst flf > 1 , so denken wir uns in der an- 
gegebenen Weise successive die — an Grösse fortwährend 
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zunehmenden — Potenzen von g: 1, g, g^, g^, ... flf**"^, g^ 
als Längen aufgetragen^ dann bietet sich die Anschauung 
dar, dass die Strecke von 1 bis ^* durch die „eingeschal- 
teten" Punkte g, g^, g\ ... g*'-^ in n „Teilstrecken" 
oder „Intervalle" zerlegt wird (s. Fig. 2), deren Längen 
resp. g — 1, g^ — g, g^ — g^, ... g^ — ^»»— ^ sind. Da nun 
die ganze Strecke, d. i. ^ — 1 gleich der Summe ihrer Teil- 
strecken ist, so ergiebt sich unmittelbar: 

(b) g--l = (jsi — l) + (g^--g) + (g^-g^)+... + (ß--g-'^) 

^{g^l){l+g + g2 + ,,,+gn^i)^ 

das ist aber die Formel (I). 



^ & ff* sf* ar'ff'^ 

Fig. 2. 

Wendet man das nämliche Verfahren auf den Fall an, 
dass sich g zwischen und 1 befindet, so erhält man eine 
analoge Figur (s. Fig. 3), nur dass — da die Glieder der 
Reihe 1, gr, g^y gf*, ... i^**'~S g^ an Grosse fortwährend ab- 



O 



^zff 



■V — »f- 



Fig. a 

nehmen — die Punkte jf, g^y 5^*^ ► • . ^**~S fl'" links von 1 auf- 
einander folgen. Die ganze Strecke von gf" bis 1, i. e. 
1 — gr»» wird jetzt in die n Teilstrecken 1 — jf, g — g^, g^ — jf», 
. . ., gl^—^ — gf*» zerlegt, und es kommt: 

(5a)l-flr = (l-(7)+(9-j2) + (j2_^3) + ... + (^-l_^n) 

das ist wiederum die Formel I. 

Ist dagegen g negativ, = — y, so hat man nur die 
Potenzen y, y^, y*, ... y**~S y**> wie oben aufzutragen, und 
nachträglich wieder y durch — jr zu ersetzen. 

Eine der ersten Anwendungen der Summenformel (I) sei 
ein neuer Beweis der Sätze I und II des § 1, der deren 
inneren Grund deutlicher hervortreten lässt. 
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Sei wieder f a = yi -\- p {p '^ 0) vorgelegt, so bezeichne 
man ya mit gf(> 1), i. e. 

(6) ^ a = l+i? = flf~, 
so wird nach (I): 

(7) a^l=p^.gr-l = {g—l){l+g+9' + ... + g-'-'), 

mithin, da (/ > 1, nach (4): 

(8) i>>((/ — l)(l + l + l + ... + l), i.e. >w(i/-l), 
woraus, wie in § 1, sofort folgt, dass bei beliebig wachsen- 

dem n die Grösse g — 1 = ya — 1 unter jede Grenze 
sinken muss, d. i. aber der Satz II des § 1. 

Das hier zu Grunde liegende Beweisprinzip lässt sich 
noch greifbarer gestalten, wenn man wiederum die graphische 
Darstellung der Fig. 2 heranzieht. Eine feste Strecke von 
1 bis g** = a soll überhaupt in eine stets wachsende Anzahl 
von Intervallen zerlegt werden; dies ist offenbar nur so 
möglich, dass mindestens eines dieser Intervalle unter jede 
Grenze sinken muss. Nun wird im vorliegenden Falle irgend 
eines der Intervalle der Länge nach durch das Produkt aus 
g — 1 mit einer Potenz flf*(> 1) von g angegeben, somit muss 
der erste Faktor g — 1 gegen Null konvergieren. Aus der- 
selben Quelle (I) fliesst aber auch der Satz I des § 1, dass 
a**, falls sich a zwischen und 1 befindet, den Grenzwert 
Null hat. Denn schreibt man jetzt (I) in der Gestalt (5 a): 

(5a) 1 — a" = (1 — a) (1 + a + a2 + . . . + a--^), 

so ist rechter Hand der erste Faktor 1 — a eine gegebene 
feste Zahlgrösse zwischen und 1, während im zweiten 
Faktor 1 + a + a^ + • • • + «"""^ die Glieder jedenfalls 
successive abnehmen. Würde nun a**, also auch a**~^, bei 
beliebig wachsendem n nicht gegen Null konvergieren, also 
stets grösser bleiben als eine feste, wenn auch noch so kleine 
(positive) Grösse e, so wäre um so mehr auch 

a"-2 > €, a~-5 > €, ... a > £, 1 > e, 
somit nach (5 a): 

(9) 1^ > ne. 
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Das ist aber ein Widerspruch, da rechter Hand ne den 
Grenzwert c» hätte, während doch linker Hand eine Grösse 

steht, deren Wert für jedes n zwisclien und :j liegt. 

Bedient man sich auch hier der graphischen Darstellung, 
nämlich der Figur 3, so erkennt man, dass das zu Grunde 
liegende Beweisprinzip genau dasselbe ist, wie soeben bei der 
Betrachtung des Satzes II, dass nämlich eine feste Strecke 
von bis 1 in eine unbegrenzte Anzahl von Intervallen zer- 
legt werden soll und demnach mindestens eines dieser Inter- 
valle den Grenzwert Null besitzen muss. 

Nun hat irgend eines der Intervalle die Grösse (1 — a)a^, 
d. i. ein Produkt, dessen erster Faktor einen festen Wert 
zwischen und 1 hat, während der zweite Faktor nur da- 
durch gegen Null konvergieren kann, dass der Exponent k 
über alle Grenzen wächst. 

Nunmehr wenden wir auf die Summe (I) der endlichen 
geometrischen Keihe den Satz I des § 1 an, indem wir g 
positiv oder negativ, dem absoluten Werte g\ *) nach jedoch 
kleiner als Eins wählen und (I) in der Gestalt schreiben: 

(la) Sn = T^-r- ^ 



l-g ^ ■ \~g- 
Lässt man jetzt n unbegrenzt wachsen, so hat ^, mit- 
hin auch ^ . den Grenzwert Null und es ergiebt sich: 

IL „Die Summe s^ (I) der geometrischen 
Reihe 1 + ö' + fl'^ + . . . + ö'"""^ hat, wofern sich 
der Wert von g zwischen + 1 und — 1 be- 
findet, bei beliebig wachsendem n den Grenz- 
wert ." 

Man bezeichnet die geometrische Beihe 

bei unbeschränkt wachsendem n als „unbegrenzte^ oder 
„unendlich" und den Grenzwert s^ der Summe selbst als 

^) Zwei senkrechte Striche bezeichnen, wie üblich, den absoluten 
— d. h. positiven — Wert der eingeklammerten Zahlgrösse. 
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y^Summe^^ 5 der unendlichen Reihe. Dann lautet der Satz II 
kürzer: 

IIa. ,fT>ie Summe s der unbegrenzten geo- 
metrischen Reihe 1 + g + g^ +S'' + ... + <r + • • • 

hat für g\ < 1 den Wert : 

^'^ 1-g 

^—g 

Man bemerkt überdies gemäss (la)^ dass bei positivem 

n 1 . • . 

flf stets Sn > -z 1 sich also bei wachsendem n dem 

Grenzwert s = von oben her beliebig nähert; ist da- 
gegen g negativ^ so wird^ je nachdem n gerade oder im- 

gerade ist, 5„ > resp. < ^j , d. h. in Worten: Der 

Wert Sn schwankt („oscilliert") för negatives g bei wachsen- 
dem n abwechselnd um den Grenzwert s = hin und 

^—g 

her, indem er sich dabei diesem Grenzwert unbegrenzt nähert 
Wir brechen hiermit die Untersuchung der unendlichen 
• geometrischen Reihe ab, werden aber bei dem systematischen 
Studium der unendlichen Reihen genauer darauf zurück- 
kommen. 

2. Stetigkeit der Potenz bei fester Basis. 

Dass von zwei Potenzen mit derselben Basis a (> 0) 
die grössere zum grösseren resp. kleineren Exponenten ge- 
hört, je nachdem a > 1 oder a < 1 ist, zeigt die elementare 
- Potenzlehre (s. diese Sammlung Bd. 1, Abschn. VI). Wir 
fragen hier nach der Aenderung, die eine Potenz a*^ erleidet, 
wenn der Exponent m um eine beliebig kleine Grösse e ver- 
mehrt wird. Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf 
den Fall a > 1, m > 0, e > 0, da die anderen Fälle einer 
genau analogen Behandlung fähig sind. Nach den Elementen ist: 

(10) a"»+« — a*^ = a*^a'' — a'^== a*^{a' — 1). 

Es mag jetzt e beliebig abnehmen, so wird es in jeder 

augenblicklichen Lage zwischen den reziproken Werten — und 
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zweier successiver natürlicher Zahlen n und n + 1 



n+1 

enthalten sein^ falls es nicht gerade selbst gleich einem 

1 . 1 - 

solchen Werte — ist. Da also c < — , mithin auch a"" K a** 

n = w = 

ist, folgt aus (10): 

i_ 

(11) a«+^ — a»» ^ a« (a*» — 1). 

j_ 

Nach Satz II des § 1 sinkt a** — 1 bei wachsendem 
n unter jede Grenze, somit auch die linke Seite von (11). 

Es lässt sich aber noch genauer der Wert von n und 
damit auch von e derart bestimmen, dass «***+* — a"* „von 
vorgeschriebener Kleinheit wird", d. i. kleiner, als eine 
noch so kleine vorgegebene (positive) Zahlgrösse rj. In der 

That wird dieser Forderung Genüge geschehen, falls man 

j_ 

gemäss (11) «•'*(a** — 1) < ^ wählt, d. i. 

(12) yä-K^. 

Setzt man, wie in § 1 (6), a=l +p (p^O), so nimmt 
die Forderung (12) die Gestalt an: 

(13) l+i,<(l+Jp)". 
Nun ist nach Formel (8) § 1: 

die in Eede stehende Forderung wird daher um so mehr er- 
füllt sein, wenn verlangt wird, dass: 



w?y . ^ p(X 



m 



(15) i+I^>l+^, i.e. «> 

sein soll: eine, derartige natürliche Zahl n lässt sich aber 
jederzeit bestimmen*), wie klein auch t) gewählt sein mochte. 

Für jedes e, das < — angenommen wird, wird dann um so 
mehr: ^ 

(16) a~+* — a« < ?;. 

*) Für die praktiscbe Rechnang wird man sich der Logarithmen- 
tafeln hedienen (s. Bd. 1 § 32). 
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Wir drücken das Ergebnis mit den Worten aus: 

III. Die Potenz a^(a > 0) ist bei fest ge- 
dachter Basis „stetig^*, d. h. einer „unendlich 
kleinen'^ Aenderung des Exponenten ent- 
spricht auch eine unendlich kleine Aende- 
rung des Wertes der Potenz, in dem Sinne^ 
dasS; wenn sich die Aenderung der Potenz, 
abgesehen vom Vorzeichen, unter einer be- 
liebig vorgegebenen noch so kleinen (posi- 
tiven) Zahlgrösse rj befinden soll, sich stets 
eine dieser Forderung genügende Aenderung 
€ des Exponenten angeben lässt, derart, dass 
jede noch kleinere Aenderung des Exponenten 
die gestellte Forderung erst recht erfüllt." 

Auf den allgemeinen Begriff der Stetigkeit kommen wir 
in § 8 zurück. 

Das bei der Herleitung von III benutzte Hilfsmittel, 

die Grösse e zwischen zwei Werte — und — -rr einzu- 

n w + 1 

schliessen, dient auch dazu, die Sätze I und II des § 1 
dahin zu verallgemeinem, dass die dort auftretende Grösse n 
nicht nur wie eine natürliche Zahl, sondern ganz beliebig 
(positiv) ins Unendliche wächst. Wir geben dabei dem Be- 
weise eine Fassung, die auch später (§ 12), bei einem ähn- 
lichen Beweise, zur Anwendung gelangen wird. 

Sei also unter co, dem Exponenten der Potenz a^{a > 0) 
eine beliebig wachsende (positive) Zahlgrösse verstanden, so 
wird Q) in jeder augenblicklichen Lage zwischen n und n + 1 
befindlich sein, wo n eine natürliche Zahl bedeutet: der be- 
sondere Fall, dass co gerade gleich n ist, kann, weil in § 1 
behandelt, jetzt beiseite gelassen werden. Dann folgt aus: 

(17) n < a> < n + 1 
sofort nach den Elementen: 

(18) «•»<«'*'< a"+i resp. a'^+i < a"» < a", 

je nachdem a > 1 oder a < 1 gewählt war. 

Mit CO wächst auch n beliebig; da aber dann nach § 1 die 
beiden Seiten der Ungleichung (18) den Grenzwert cx> resp* 
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haben, je nachdem a > 1 oder < 1 ist, so gilt das näm- 
liche auch von a***. 

Ganz analog erledigt sich die Verallgemeinerung des 
Satzes II des § 1. Für eine beliebig abnehmende Grösse e, 
als Exponent von a'^ia > 0) hat man: 

(19) -^<e<-, 

^ » + 1 n 



(20) a"+i < a* < a" , resp. a" < a« < a~+i , 



je nachdem a > 1 oder < 1 ist. Da aber a" und a"+^ 

den Grenzwert 1 besitzen, so auch a*. Und da a~' = — , 

so gilt diese Verallgemeinerung des Satzes II (§ 1) auch dann 
noch, wenn der Exponent negativ beliebig abnimmt. 



§ 3. Anwendungen anf Geometrie. 
Quadratur von Parabeln und verwandten Kurven. 

Auf Grund des Satzes II (§ 1): a® = 1 und der Formel (1) 
(§ 2) für die Summe der geometrischen Reihe sind wir 
bereits in der Lage, geometrische Aufgaben zu bewältigen, 
die über die Elemente der Mathematik hinausgehen. 

Es werde zuerst die sogenannte „Quadratur der 
Parabel" behandelt. 

Man errichte (s. Fig. 4) in zwei Punkten*) a, b der 
Scheiteltangente einer Parabel (s. diese Sammlung Bd. 8, 
Abschn. VIII) Lote, bis sie die Parabel in den Punkten P, Q 
treffen. Diese Lote, nebst dem von P und Q begrenzten 

Parabelbogen und dem Stück ab der Scheiteltangente be- 
grenzen einen Flächeninhalt**) Ja = J, dessen Grösse er- 
mittelt werden soll. Die Berechnung von J wird sich, wie 
bei analogen Kreisaufgaben (s. § 4 und diese Sammlung Bd. 2) 



*) Der Bequemlichkeit halber werden die Pnnkte vorerst (s. 
Ende von § 3) auf der positiven Seite der Abscissenachse angenommen. 
**) Eine präcise, analytische Definition des Begriffes ^Flächen- 
inhalt^ wird in der Integralrech nung (s. diese Sammlung Bd. 11) ge- 
geben werden. 
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darauf gronden müssen, dass man J zwischen zwei Grenzen 
einschliessty die einander beliebig genähert werden können. 
Eine erste, roheste Annäherung derart ergiebt sich ver- 
möge der beiden Bechtecke, die ah zur Grundlinie und JP 
resp. Q als eine weitere Ecke besitzen; der Unterschied 
dieser beiden Rechtecke ist selbst ein Bechteck, nämlich das 
mit den Gegenecken P, Q. Schaltet man jetzt, um die erste 
Annäherung allmählich zu verfeinem, zwischen a und h auf 
Scheiteltangente eine Anzahl weiterer Punkte ein, errichtet 
wiederum in ihnen Lote, bis sie die Parabel treffen, so zer- 
legt sich dadurch der Flächeninhalt J in eine Anzahl von 




„Flächenstreifen^ als deren Summe J' erscheint. Wendet 
man auf jeden einzelnen Streifen die obige Eingrenzungs- 
methode an, und addiert sodann, so erscheint J wiederum 
zwischen zwei Grenzen eingeschlossen, nämlich zwischen der 
Summe der zu kleinen Rechtecke einerseits und der Summe 
der zu grossen Rechtecke andererseits; ersichtlich ist aber der 
Unterschied zwischen den beiden neuen Grenzen geringer ge- 
worden, als bei dem ersten Ansätze, und es lässt sich er- 
warten, dass bei geeigneter unbegrenzter Vermehrung der 
einzuschaltenden Punkte der fragliche Unterschied schliesslich 
beliebig klein gemacht werden kann. 

Welches wird die einfachste Rechnung sein, durch die 
das in der Idee skizzierte Verfahren auf eine sichere Grund- 
lage gestellt wird? Bezieht man (s. 1. c. § 38) die Parabel auf 
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ein rechtwinkliges Koordinatensystem^ dessen Abscissenacfase 
die Seheiteltangente^ dessen Ordinatenachse die Achse der 
Parabel ist, so lautet die „Gleichung" der Parabel: 



x^ 



(1) y-^^' 

wo jD der sogenannte „Parameter" der Parabel ist. 

Der Bequemlichkeit halber wählen wir vorderhand die 

Längeneinheit so, dass i? = ^^ wird, also die Gleichung der 

Parabel sich vereinfacht zu: 
(la) y=^x^. 

Die Abscissen der Punkte a, 6 seien selbst mit a, 6 
bezeichnet, die Strecke von a bis 6 i. e. 6 — a mit Ä. 

Der nächstliegende Gedanke wäre der, die Strecke Ä in 
eine Anzahl n gleicher Teile zu teilen; da aber die zugehörige 
Rechnung (s. unten) auf eigenartige Schwierigkeiten stösst, 
versuchen wir es, gestützt auf die Betrachtung des § 2, vor- 
erst mit der Einteilung von A „nach dem Prinzip der 
geometrischen Reihe", d. h. man schalte zwischen a und 
6 der Reihe nach die Punkte ai, dk^y al^, . . ., ai**~^ ein, 
und wähle die Grösse h so, dass ah^ mit dem Endpunkte 
h von h zusammenfällt, i. e. wir setzen: 



(2) i = |/5. 



Die in den Zwischenpunkten ah, aJc'^, . . ., aÄ"~"^ er- 
richteten Lote zerlegen die Fläche J in n Streifen mit den 
respektiven Grundlinien: 

Iah — a = a{k — 1), ak^ — aTc = aTc(k — 1), 
a*8 — a*2 = a*2(A;— 1), . . ., 
aife~ — aife~-i = aA;"-i(Ä — 1), 

die also, abgesehen von dem gleichmässig wiederkehrenden 
Faktor a(k — 1) eine geometrische Reihe, nämlich 1, A, A^, , . . 
. . ., Tc^~^ bilden. Die zu den links gelegenen Endpunkten 
der Teilstrecken (3) gehörigen Parabelordinaten haben nach 
(la) die Werte: 

(4) a«, {ahfy {ah^\ . , . (a*"-i)», 

W. F r. M e y e r , Differentialrechnung. 2 
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dagegen die zu den rechts gelegenen Endpunkten gehörigen 
die Werte: 

(5) (a*)S {aTc^fy (a*»)«, . . . {aT^y. 

Das Produkt aus der Länge irgend einer Teilstrecke (3) 
mit der Länge der zugehörigen „Hnken" Ordinate (4), resp. 
der rechten Ordinate (5), liefert den Inhalt eines Rechteckes, 
der stets kleiner resp. stets grösser ist, als der Inhalt des über 
der Teilstrecke stehenden Flächenstreifens. Summiert man 
demnach die Inhalte der Rechtecke jeder der beiden Arten, 
so wird J in zwei Grenzen eingeschlossen, wie folgt: 

(6) a\k—l) {l+Ä3 + (i8)2 + (Ä3)3 + ... + (Ä3)«-l)< J- 

< a\h—l)h^{l + i» + {h^f + (*»)» + . . . + 0^^-'), 

Die innerhalb der geschweiften Klammern stehende 
Summe ist die einer endlichen geometrischen Reihe, deren 
Wert Sn man nach (I) § 2 erhält, wenn man daselbst die 
Grösse g durch h^ ersetzt: 

^'' "~ Ä»-l ~ Ä» — 1 ' 

mithin nach (2): 

Setzt man diesen Wert von s„ in (6) ein, hebt den 
Faktor a^ weg und dividiert die ganze Ungleichung mit dem 
(positiven) Faktor Tc — 1, so wird aus (6): 

(8) ^^'-^')t^<^<^^-^')i^> 

A— 1 A — 1 

j[j3 \ 

oder, da -^ 1-, wiederum nach (I) § 2, die Summe der 

geometrischen Reihe 1 + A + ^^ ist: 

1 If'^ 

Nunmehr haben wir uns davon zu überzeugen, dass bei 
beliebig wachsendem n die positive Differenz D der beiden 
Seiten der Ungleichung (9), d. i.: 
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(10) i) = (5«-aB)_|^ = (^,_«,)._l+^(,_l) 
unter lede Grenze sinkt. Der Bruch - — —^ — — =— ist sicher 

^i'i. 14-Ä + Ä* 

< 1, somit: J. T tv T n^ 

(11) 2)<(&8 — a»)(Ä — 1). 



=f!- 



Da nach (2) i = 1/ — , so hat .k — 1 nach Satz 11, § 1 

den Grenzwert Null, und damit auch D, da 6® — a* ein 

gegebener fester Faktor ist. Zugleich aber erhalten die in 

1 Jc^ 

(9) auftretenden Brüche - — , , , ,^ , - — . .. , -^ den Grenz- 
^^ 1+k + k^ 1+k + k^ 

wert Y ^ ö"*)^ "^^ ®^ ergiebt sich schliesslich für 

den gesuchten Inhalt J = J^: 

(12) j-» = ^l^ = ^(a2 + „6 + j2). 

Hinterher kann man von der in (la) gemachten An- 
nahme 2p = 1 absehen und die ursprüngliche Gleichung (1) 
der Parabel zu Grunde legen; es ist dann nur in (4) und 
(5) jede Ordinate, und damit jede der beiden Seiten der 

Ungleichung (6) mit dem Faktor -^ zu versehen, so geht 

(12) unmittelbar über in: 

(12a) jr,=___. 

Um das in (12) niedergelegte Ergebnis in einen ein- 
fachen geometrischen Satz zu kleiden, lasse man in (12) die 



*) Das8 — der Grenzwert von :; — r— = — r—na I&bs^ sicli auch so 

^ 3 1 + Ä + Ä^ ' 

bestätigen. Man hat: 

1 1 _ 1 + h + k^^S ^ {k—D + jk^ — l) 

3 ij^]c + k^ 1 + Ä + P l + k + k^ 

-^^ ^^-l + fc + Ä:«' 

mithin < (A: — 1), da Ä > 1. Der Grenzwert von fc — 1 ist aber Null. 

2* 
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Abscisse a gegen Null^ d. h. den Punkt a gegen den Scheitel- 
punkt der Parabel (1) konvergieren. Dann spezialisiert 
sich (12) zu: 

6 16» 1 , i* 



Hiergegen lässt sich allerdmgs der Einwand erheben, 
dass der in (12) vorgenommene Grenzprozess (a unendlich 
klein) nicht ohne weiteres statthaft ist, da die der Herleitung 
von (12) zu Grunde liegende Teilung der Strecke von a bis 
l nach dem Prinzip der geometrischen Eeihe: a, aTo, ak\ ..., 
aÄ;*»— ^, aÄ" = 6 versagt, wenn a gegen Null konvergiert. Man 
kann sich aber auf indirektem Wege von der Dichtigkeit 
der Formel (13) überzeugen. Wäre (13) nicht far jeden 
beliebigen Wert von 6 gültig, so könnte auch die durch 
Subtraktion entstehende Formel: 

nicht fiir zwei beliebige Werte a, h richtig sein; das ist 
aber ein Widerspruch, da, wie ein Blick auf die Figur lehrt, 

e'o — J? nichts anderes ist, wie der Inhalt Jl selbst, und 
die rechten Seiten von (12) und (14) übereinstimmen. 
Hieraus geht zugleich hervor, dass die Formel (13) in Wirk- 
lichkeit ebenso allgemein ist, wie (12), da (12) aus (13) folgt. 
Man schreibe in (13) fiir die beliebige Abscisse 6 lieber x, 

x^ 
so ist nach (1) y = ^— , und (13) nimmt die einfachere Ge- 
stalt an: ^^ 

(15) ^0^=?- 

Durch (15) ist der Satz, den man Archimedes zu- 
schreibt, bewiesen: 

L „Das von der Achse einer Parabel, ihrer 
Scheiteltangente und den zu beiden Geraden 
durch einen Parabelpunkt gelegten Parallelen 
begrenzte Rechteck wird durch den Parabel- 
bogen dem Inhalte nach im Verhältnis 1 : 2 
Q:eteilt, und zwar so, dass das nach der 
ScheiteltaDgente hin liegende Teilstfick das 
kleinere ist." 
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Hiermit ist zugleich die Quadratur der Parabel für den 
andern Fall erledigt, wenn man die Achse der Parabel xur 
Abscissenachse wählt und die Scheiteltangente zur Ordinaten- 
achse, wenn also die Gleichung der Parabel die sogenannte 
„Scheitelgleichung" ist: 

(16) y = y2^. 

Errichtet man jetzt im Punkte x die positive Ordinate y, 
so ist das von Abscisse x, Ordinate y und der Parabel be-* 

grenzte Flächenstück Jq nach I gleich ^xy, also nach (16): 

(17) J? = ^y2^ = |y2^a;^, 

und entsprechend das zu zwei beliebigen Abscissen a, &(> a) 
gehörige Flächenstück eT«: 

(18) J«' = |/2^(6^-a^). 

Es ist oben betont worden, dass die nächstliegende Ein- 
teilung der Strecke von a bis b die in n gleiche Teile ge- 
wesen wäre, oder, wie man auch sagen kann, „nach dem 
Prinzip der arithmetischen Reihe", d. h. so, dass für 
b — a = h, die Teilpunkte: 



, 2Ä , 3A . w— 1, 

a -\ — h = a + b — a = b 
n 

entstehen. Obgleich die jetzt zur Ableitung von (12 a) er- 
forderliche Rechnung weniger durchsichtig ist, als diö oben 
durchgeführte, so ist doch eine Vergleichung instruktiv. 
Die n Teilstreifen von J haben jetzt idle die nämliche 

. . Ä . 
Grundlinie — ; die „linken" Ordinaten sind successive: 

die „rechten" Ordinaten dagegen: 
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Schliesst man wiederum den gesuchten Flächeninhalt J* 
durch die Summe der zu kleinen und die Summe der zu 
grossen Rechtecke ein^ so kommt nach leichter Zusammen- 
fassung: 

na» + — {1+2 + 3 + ... +(w — 1)> 



(21) - 



4.^(12 + 22 + 32 + ... +(n-l)«> 



n 



<j 



n 



wa2 + — (1 + 2 + 3 + . . . + w) 
+ -{12 + 22 + 32+. ..+n2> 



Die (positive) -Differenz D der beiden Seiten der Un- 
gleichung (21) ist sofort zu bilden^ nämlich: 



(22) 



h (2ah . Ä2 \ h2 

w + -^ • m2 = - 2a + Ä), 



lässt also unmittelbar erkennen, dass sie mit wachsendem n 
gegen Null konvergiert. 

Nicht ganz so leicht ist aber die Ermittelung des Grenz- 
wertes einer der beiden Seiten von (21), etwa der linken. 
Wir bedürfen dazu der beiden Formeln aus der elementaren 
Arithmetik (s. diese Sammlung, Bd. 5): 

(23) l + 2 + 3 + ... + (n-l)= "^",^^^ 

{d. i. die Summe der „arithmetischen Reihe"), 

w(n — l)(2w— 1) 



(24) 12 + 22 + 32 + . .. + (n — 1)2 = 



6 



Es wird nützlich sein, für die Ableitung dieser Formeln 
ein Verfahren einzuschlagen, das sich ohne Mühe auf die viel- 
fach vorkommende Aufgabe, die Summe der k^^^ (Ä; = 3, 4, . . .) 
Potenzen der ersten n — 1 natürlichen Zahlen: 1* + 2* + 3* 
+ . . . + (w — 1)* übertragen lässt. Man hat die Identitäten: 



(25)^ 
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n» = <(M— l) + l>» = (n— l)ä + 2(n— 1) + 1 
(«_1)» = {(«_2) + I>« = (w— 2)ä + 2(M — 2) + l 
(m— 2)« = <(»— 3) + !>* = («— 3)2 + 2(w— 3) + 1 
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12+2 



1 +1. 



(26) 



22 ={ 1 + 1)2 = 

Addiert man, so zerstören sich alle Quadrate bis auf 
»2 links, 12 rechts, und es ergiebt sich: 

»»2 = 12 + 2(1 +2 + 3 + ... + (n — 1)) + »— 1 
= « +2<1 +2 + 3 + ... + (n — 1)> 

und damit die Formel (23). 

Ganz analog hat man, auf Grund des binomischen Satzes 
(s. diese Sammlung, Bd. 5 oder diesen Band § 6): 

n» = <(»-l) + l>» = (n-l)8 + 3(»-l)2 + 3(M-l) + l 
(«_l)» = ((»_2) + l>» = (»-2)3 + 3(w-2)2 + 3(»-2) + l 
(w_2)8 = {(n— 3) + l>» = (n-3)» + 3(w-3)2 + 3(w-3) + l 

2» = { 1 + 1>»= 1*+ 3-12+ 3-1 + 1. 

Addiert man, so zerstören sich die Kuben bis auf n^ 
links, 1* rechts, und es ergiebt sich: 

n3 ==. (13 + w — 1) + 3 <12 + 22 + . . . + (w — 1)2) 

+ 3(1 +2 +... + (w— 1)>, 

und mit Einsetzung des Wertes (23): 

l.|n3-n- ^^^?^^}= 12 + 22 + 32 + . .. + (n—1) 

= 2n(w2— 1) — 3w(n— 1) 



2 



n(n — 1) 



6 



6 

(2w + 2 — 3) 



= w(w — l)(2w— 1) 
d. i. aber die Formel (24). 



6 
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Mit Hilfe von (23) uud (24) formt sich nunmehr die 
linke Seite der Ungleichung (21) um in: 



h 



(27) 1^ 



.,2ah n(n--l) A«n(n-~1)(2«-1) 
^^ +-Z ö — + ::7i 



ni n 2 n^ 6 



^ 6a2 + Qah + 2h^ — —(2a + Ä) + ^ 

konvergiert also bei beliebig wachsendem n gegen den Grenz- 
wert: 



(28) J= ^(3a2 + 3ah + h^). 

Setzt man hier fiir h seinen Wert h — a, so lehrt eine 
einfache Umrechnung, dass sich in der That die rechte Seite 
von (28) auf die rechte Seite von (12 a) reduziert. 

Auf Grund der Teilung einer Strecke nach dem Prinzip 
der geometrischen Beihe und des Satzes II § 1 lässt sich 
das Problem der Quadratur auch für weniger einfache Kurven 
lösen. Zu dem Behuf ziehen wir zuvörderst die sogenannten 
„höheren Parabeln" in Betracht, deren Gleichung ist: 

(29) y=-cc!^9 

wo m eine beliebige, positive oder negative ganze Zahl ist. 

Es werde zuerst der Fall eines positiven m behandelt. 

Indem man, wie oben bei der gewöhnlichen Parabel (1 a), 
von zwei positiven Abscissen a, 6(> a) ausgeht, behalten die 
Grundlinien der n Teilstreifen des Flächeninhaltes J ihre 
Werte (3): 

(3) a(k — 1), ah(k — 1), ah\k — 1), . . ., uJo*"-^ (* — 1); 
die Längen der linken Ordinaten werden jetzt: 

(30) a"», (aÄ:)«, (akY, • • •; («*"- O'^S 
die Längen der rechten Ordinaten: 

(31) («*)*", (a**)"*, (ak^)"^, ..., («*")"». 

Die Einschliessung des gesuchten Inhaltes J zwischen 
den Summen der zu kleinen resp. zu grossen Bechtecke 
liefert: 
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(32)a"»+i(Ä — 1) {1 + **»*+! + (A»»+i)2 + ... + (*'"+i)"-i><e7' 
<a'«+i(A— 1)**»{1 + Ic^-^^ + (Ä'»+i)2 + . . . + (Ä'»+i)"-i>. 

Die geschweifte Klammer hat als Summe einer geo- 

metrischen Reihe nach (I) § 2 und, da nach (2) A" = — , 
den Wert: ^ 

(;bm + l)n_l ^ (fcn)m+l _X ^ 1 &tn-fl — gm+l 

SO dass (32) übergeht in: 

(34)(6-+i-a-+i)p^^:^— ^<J^<(&-+^--a-+i)5^^ 

Ä— 1 A— 1 

oder, da — t 1 — die Summe der geometrischen Reihe 

1 + i -f ^2 + , _ + ^m igfc^ in; 

(35) r +> _ a»+0 ,^,^,/^...^,. < J 

Die positive Dififerenz 2) beider Seiten der Unglei- 
chung (35) ist, da wiederum nach der Formel der geo- 
metrischen Reihe *»« — 1 = (1 +* + *2 + ... + i'»-i) (*— 1) 
wird: 

(36) i) - (^t- - «.+.) ;+^+g+:;;+t:- (* - d . 

1 J, ;i; _!:. ;t2 + ..+jfc***^^ 

oder, da ^ ,.,,,,'", .. sicher < 1 ist: 

(37) D < (6»»+i — «»»+1) (A — 1), 

sinkt also nach II § 1 bei wachsendem n unter jede Grenze. 
Zugleich nähert sich, da h den Grenzwert 1 besitzt, der 

Bruch -z — . , , ,^ , —7— dem Grenzwert —7-, und 

es resultiert somit aus (35) für den gesuchten Inhalt J= Ja 
der Wert: 



1 
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j ft"»+i — a^+^ 



(38) J-; = ^ , , 

W + 1 

Hier darf man, genau wie bei (12a), die Abseisse a 
gegen Null konvergieren lassen, und erhält für eine beliebige 
(positive) Abscisse x: 

(39) J? = ^ = -^. 

Mithin wird das Rechteck xy durch die höhere Parabel 
(29) im Verhältnis 1 : m geteilt (m positiv, ganz). 

Ist die rechte Seite der Parabelgleichung (29) noch mit 
einem Zahlfaktor c behaftet: y = cai"* , so ist leicht zu sehen, 
dass sich die Formeln (38), (39) nur unwesentlich ändern, 
nämlich in: 

(40) Ja^c- -^ , JS = c ^ 



w+1 ' m + 1 m + 1' 

Nur um ein weniges schwieriger gestaltet sich die 
Untersuchung des zweiten Hauptfalles, wo der Exponent m 
in (29) eine negative ganze Zahl ist, = — /i, wo /* dann 
wieder eine natürliche Zahl bedeutet 

Bei negativem m nimmt die Kurve y = x^ bei wach- 
sendem (positiven) X fortwährend ab: das hat aber nur zur 
Folge, dass sich die beiden Seiten der Ungleichung (32) ver- 
tauschen. Es kommt dann niu* noch auf die Ermittelung 

i»»+i 1 

des in (34) auftretenden Grenzwertes — =; — an. Indem 

wir den Fall m + l = 0, i. e. m = — 1 ausschliessen, ist 
auch m + 1 eine negative ganze Zahl, = — v. Dann wird: 

ai^ Ar-^ — 1 1 h^ — 1 

^ ^ k — \ k^'k—l' 

Da mit k auch Jc^ = |/(— 1 den Grenzwert Eins hat. 



auch Ä" = l/(-) 



und der Bruch -j- — nach obigem den Grenzwert v, so 

jfcm+l — i Ä — 1 

hat — =; — den Grenzwert — r = m + 1 , also der re- 

ziproke Bruch den Grenzwert r-- Und da auch 

^ = l/(— j mit k den Grenzwert Eins besitzt, so besitzt 
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jeder der beiden Faktoren von 6*»+i — «»»»+1 den Grenzwert 

— -- und es resultiert für Jn wiederum die Formel (38). 

f» + 1 ^ ^ 

In (38) ist der Nenner w + 1 negativ, aber auch der 
Zähler, da fe*»+i jetzt kleiner als a*"+^ ausfällt. 

Wir können endlich noch einen Schritt weiter gehen, 
pnd den Exponenten in y = x^ als einen beliebig gegebenen 
positiven oder negativen Bruch voraussetzen. £s ist dann 

nur wieder der Grenzwert von — =; — festzustellen, wo 

auch m 4- 1 ein beliebiger positiver oder negativer Bruch 

sein kann. Sei zuerst m + 1 ein positiver Bruch, = ^, wo 
a, ß natürliche Zahlen bedeuten. P 

Es wird jetzt: 

— ( _L\" — 

Am+i __ 1 Jcß — 1 W) — 1 Jcß —1 



(42) 



k—1 k~ 1 ± k 

hß — 1 

Setzt man hier zur Abkürzung: 



^ ß ^- ' 



(43) Ä;^ = yÄ = 



f-' 



80 haben k und l gleichzeitig den Grenzwert Eins: (42) geht 
über in: 

Z.m + 1 1 7a 1 1 

(44) IC ^ 1 L \ \ 



Ä_l J_i Iß—V 

l— 1 

Von den beiden Faktoren rechter Hand hat der erste 

den Grenzwert a, der zweite den Grenzwert — , also das 

ß 

Produkt den Grenzwert — = m + 1, Somit bleibt auch 

ß 
in diesem Falle die Formel (38) erhalten. 

Endlich sei m + 1 negativ, == — -5, dann kommt un- 
mittelbar: ^ 
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a a 

*«+!— 1 k~~ß — l 1 0—1 

kß 

und als Grenzwert .= m -\- 1. 

ß 
Fasst man zusammen , so erkennt man^ dass^ welchen 

ganzzahligen oder gebrochenen, positiven oder negativen 

Wert exkl. — 1 der Exponent m in y = a?~ haben mag, der 

Bruch — T 1 — ) wo Ä = [/ — , bei wachsendem n gegen 

den Wert m + 1 konvergiert, und somit die Formel (38) 
ihre Gültigkeit behält. 

Aber auch für den Ausnahmefall m = — 1, d. i. die 
Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel (s. diese Sammlung 
Bd. 8, § 46), deren Asymptoten die Koordinatenachsen sind: 

(46) y = i 

lässt sich noch ein gewisses Ergebnis feststellen. 

Denn in diesem Falle geht direkt aus (3), (30), (31) 
hervor, dass 

(47) ^ . n (* — 1)< e7< n (i — 1). 

Um hieraus den gesuchten Inhalt J zu entnehmen, 
müsste man den Grenzwert des Produktes n(Jc — 1) für 
wachsendes n ermitteln; es bietet sich also hier die Er- 
scheinung eines Produktes dar, dessen einer Faktor k — 1 
gegen Null konvergiert, während der andere, n, über alle 
Grenzen wächst. Um auch in diesem Falle zu einem be- 
stimmten Ergebnis zu gelangen, müsste vorerst genauer das 

Gesetz untersucht werden, nach dem sich k= 1/— der 

Grenze 1 nähert. Dies ist aber mit den bisher entwickelten 
Hilfsmitteln noch nicht ausfahrbar; wir kommen in § 12 (IV) 
darauf näher zurück; es wird sich zeigen, dass J durch den 

sogenannten natürlichen Logarithmus von — ausgedrückt wird. 

ö^ J»»-f-i 1 

Man beachte noch die Gestalt des Bruches — t z — ) 

für den wir im obigen auf Grund der geometrischen Beihe 
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den Grenzwert m + 1 erhalten haben. Wurde man direkt 
im Zähler, wie im Nenner h gegen Eins konvergieren lassen, 
so würden Zähler und Nenner gleichzeitig gegen Null kon- 
vergieren, d. h., es würde eine Bruchform erscheinen, bei der 
die gewöhnlichen Regeln der Arithmetik versagen (s. § 17 
und das Beispiel (4) daselbst). Es wird bald deutlicher 
hervortreten, dass gerade die systematische Untersuchung 
derartiger Bruchformen eine Hauptaufgabe der Differential- 
rechnung ausmacht. 

Ferner ist noch eine geometrische Eigentümlichkeit des 

Inhaltes Ja für die Kurven y = x""^ hervorzuheben, die sich 
auf einen abermaligen Grenzprozess stützt. Ist der Ex- 
ponent m positiv, so wächst die Ordinate y zugleich mit der 
Abscisse x fortwährend; es ist daher evident, dass der In- 
halt Ja bei wachsendem h allmählich jeden Wert über- 
schreiten muss : in der That gilt dasselbe von dem Ausdrucke 

Jw + l (;j»» + l 

-— • Ist dagegen der Exponent m negativ, gleich 

= — fjL, so nimmt y für beliebig zunehmende x beliebig 
ab, d. h. die Kurve y = ä;"* nähert sich der positiven Ab- 
scissenachse immer mehr, ohne sie je zu erreichen; man sagt 
in einem solchen Falle: „die Kurve besitzt die Abscissenachse 
zur Asymptote '^ Lässt man jetzt wiederum die Endabscisse 

6 beliebig wachsen, so dehnt sich zwar die Fläche JI der 
Länge nach immer mehr aus, schrumpft aber gleichzeitig der 
Höhe nach immer mehr ein, so dass zur Beurteilung des 

Grenzwertes von Ja die geometrische Anschauung versagt. 

Die Formel (38) J« = -^^^^ giebt indessen so- 
fortigen Aufschluss. ^ 

Man unterscheide zwei Fälle, je nachdem /^ = — m 
zwischen und 1 gelegen, oder aber grösser als 1 ist. Im 
ersten Falle fällt wt + 1 =» 1 — fi positiv aus, im zweiten 
Falle negativ, = — (jjl — 1). 

Ina ersten Falle ist :; ein Bruch, der bei 

1 — /i 

festgehaltenem a und wachsendem i jeden Wert überschreitet. 

Im zweiten Falle dagegen ist ^ ^ 

^— Cm—i) — j— Cu— 1) öt^— 1 — 6^—1 

fJi 1 fJL 1 
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ein Bruch y der bei festgehaltenem a und beliebig wachsen- 
dem 6 gegen den festen Grenzwert -. — — ^r konvergiert. 

Demnach gilt der Satz: KH' — ^)(^ 

„Für die Kurve y = ar-f* {ji positiv), die die 
a:-Achse zur Asymptote hat, besitzt der Inhalt 

Ja (38) bei wachsendem 6 den Grenzwert oo 

resp. 7 -r r, je nachdem u zwischen 

^ (/i— 1)0^-1' -^ ^ 

und 1 gelegen oder aber grosser als 1 ist."*) 

Der Uebergangsfall ^ = 1 muss hier noch unentschieden 
bleiben**) (s. § 12, IV). Wir schliessen diese Untersuchungen 
über die Quadratur der Kurven y =^x^ ab, indem wir noch 
eine wichtige Verallgemeinerung vornehmen. Es sei jetzt y 
ein Aggregat von Potenzen von x^ etwa von zweien: 

(48) y = ax"^ + ßxf^^ 

wo a, ß feste Koeffizienten, m und p beliebige Exponenten 
(exkl. — 1) sind. Wir wählen wiederum ein Intervall (a . . . 6) 
(6 > 0) der positiven Abscissenachse und setzen voraus, dass 
y für dieses Intervall nicht etwa negative Werte annimmt 
und nur wächst.***) Bei Zugrundelegung von (48) erweitern 

*) Entsprechendes gilt, wenn a (bei festgehaltenem b = x) gegen 
Null konvergiert: für ^w > 1 ist Jq^=« oo, für fi <^1 dagegen 

jx _ ^ ^ ^ xy 

<> m+l Mt + 1' 

so dass also hier (39) erhalten bleibt, wenn auch die geometrische 
Auslegung zu modifizieren ist. Man beachte noch, dass fär ^ ]> I 

/*= - -^ wird. 
* w + 1 

**) Unter Vorwegnahme des p. 28 (Zeile 3 von unten) aufgeführten 

Satzes würde sich ergeben, dass hier sowohl J^ = cx), wie J^= oo 
wird. 

**♦) Sollte y im Intervalle (a...5) nur abnehmen, so würden sich 
nur die beiden Seiten von (49) vertauschen, was auf (50) keinen Ein- 
fluss hat. Sollte aber y abwechselnd zu- und abnehmen, so lässt sich 
das Intervall (a . . . &) in solche Teilintervalle zerlegen, in denen y ent- 
weder nur zu- oder nur abnimmt: die Summierung der einzelnen J 
führt dann wiederum zur Schlussformel (50). — Entsprechendes gilt 
für die allgemeinere Gleichung (51), sowie für den weiter unten be- 
handelten Fall, dass y im Intervalle (a...5) nicht positiv ist. 
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sich die Formeln (30) bis (34) zur Berechnung von Ja = J 
unmittelbar dahin ^ dass an die Stelle der Ungleichung (34) 
nunmehr die folgende tritt: 

(49) k—1 k — 1 

"hm Z.p 

A— 1 le—\~ 

j[;m4-l j^ ÄP + 1 1 

Da — 5 — den Grenzwert m + 1 , — = — den 

k — 1 Ä — 1 

Grenzwert i? + 1 , Ä*" und h^ mit h den Grenzwert 1 be- 
sitzen^ so erweitert sich die Formel (38) zu der folgenden: 

(50) Ja = a — ^ h P • r^i . 

^ m+1 ^ i>+l 

Das Verfahren überträgt sich sofort auf den Fall, wo y 
das Aggregat mehrerer Potenzen von x ist: 

(51) y = aa;"* + ßx^ + yiT + . • . 

Um das Resultat bequem zu formulieren, führe man zur 
Abkürzung die Bezeichnung F{x) für den Ausdruck ein: 

und demgemäss die Zeichen F{b), F{a) für die Werte, die 
F(x) annimmt, wenn man b resp. a für ic substituiert. 

Dann ergiebt sich für den Inhalt Ja die durchsichtige 
Formel: 

(L) J! = F{b) - F{a). 

Sei etwa im besondem: 

(53) y^ax'^ + ßx-^ y, 

d. h. die Gleichung einer (gewöhnlichen) Parabel, deren Achse 
parallel der Ordinatenachse läuft, so wird der Ausdruck F{x)i 

(54) F{x)=='^ + ^-^ + yx, 
somit nach (53): 
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.6 6» — a» „ 6» — o« 



(55) J:^a g — + ß ^_ + y.(6_o) 

-={h-a)^{h^ + ba + a») + | (6 + o) + y| . 

Zum Schlüsse sollen auch die bisher gemachten be- 
schränkenden Voraussetzungen über das Intervall von a bis 
6(> a) — dass nämlich a und b positiv sein sollen und die 
Ordinate y (51) für dieses Intervall nicht negativ werden 
dürfe — erweitert werden. 

Seien zuvörderst a und 6(> a) beide negativ, und im 
Intervalle von a bis 6 y niemals negativ, so bleiben die Ent- 
Wickelungen (30) bis (38), (49) bis (52) Wort fiir Wort gültig 
und damit auch Formel (1). Man kann speziell (unter Aus- 
schluss des p. 30 Anm. *) erwähnten Ausnahmefalles) b gegen 
Null konvergieren lassen, und erhält: 

(56) J^^F{0)^F{a). 

Ist dagegen a negativ und 6 positiv, y wiederum im 
Intervalle nicht negativ, so zerlege man das Intervall von a 
bis b in die beiden Intervalle von a bis und von bis 6, 

dann zeigt die Figur sofort, dass Ja = Ja + Jo wird, somit: 

(57) j!=J!+4= {F{0)-Fia))+{FH)-F{ä))=F{b)-Fia). 

Nunmehr sei für irgend ein Intervall von a bis b die 
Ordinate y (51) niemals positiv. Dann tritt in den Ent- 
wickelungen (30) bis (38), bei denen nur die absoluten Grössen 
der Strecken und Flächeninhalte in Betracht kommen, bloss 
die Aenderungen ein, dass in (30), (31) jede Ordinate ein 
negatives Vorzeichen erhält, mithin auch die beiden Seiten 
der Ungleichungen (32), (34), (35) und (49) ihr Vorzeichen 
wechseln müssen. Demnach erhält man, wenn man das 
negative Vorzeichen wieder nach der Mitte dieser Un- 
gleichungen, d. i. nach J, wirft, und den Grenzprozess genau 
wie oben vornimmt: 

(58) - Ji == F(b) - F{a). 

Durch Kombinierung der Formeln (1) und (58) lässt sich 
jetzt der allgemeinste Fall erledigen, dass in einem Intervalle 
von a bis 6(> a) die Ordinate abwechselnd positiv und 
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negativ sein kann^ d. h. dass die Kurve (51) die Abscissen- 
aehse innerhalb des Intervalles in einer Reihe von Punkten^ 
etwa a^, 02 ^ a^j . . ^ ^my schneidet. 
Dann geht aus der Identität: 

(59) <J?'(aJ-i^(a)>+<i^(a,)-.i^(ai)>+<i^(a3)~i^(a2)>+ ... 

...+J^(&) —F{a„:)^FQ)) —I(a) 

unmittelbar der allgemeine Satz hervor: 

IL „Wenn innerhalb des Intervalles von 
a bis 6(> a) die Kurve (51) die Abscissenachse 
ein- oder mehreremal schneidet^ so stellt 
Fi})) — F{a) die algebraische Summe der ab- 
wechselnd oberhalb und unterhalb der Ab- 
scissenachse gelegenen Flächenstücke «7* dar^ 
die oberen positiv, die unteren negativ ge- 
nommen. Schneidet dagegen die Kurve die 
Abscissenachse imintervalle von a bis&nicht, 

so ist F(b) — F(a) = + e7"i, resp. = — JI, je 
nachdem die ^fragliche Fläche eine obere 
oder eine untere ist." 

Würde man endlich die Endabscisse i kleiner als die 
Anfangsabscisse a annehmen, so kehren alle Teilstrecken des 
Intervalles von a bis h ihr Vorzeichen um, und man erhält 
ohne weiteres: 

(60) Jl = F{a) - F(b) (a > b). 

§ 4. Anwendungen anf Geometrie. Fortsetzung. 

Quadraturen ebener Kurven bei schiefwinkligen 
und Polar-Koordinaten. Kubaturen von Rotations- 
körpern. 

Die Entwickelungen des vorigen Paragraphen lassen sich 
mit Leichtigkeit auf den Fall übertragen, wo statt des recht- 
winkligen ein schiefwinkliges Parallelkoordinatensystem zu 
Grunde gelegt wird. Es liege also in diesem Sinne eine 
Kurve vor: 

(1) y = aa^, 

so grenzen wir wiederum auf der Abscissenachse zwei positive 
Abscissen a, 6(> a) ab, legen durch diese Punkte a, b Par- 

W. F r. M e y e r , Differentialrechnung. 3 
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allelen zur Ordinatenachse und gelangen so vermöge der Kurve 

(1) zu einer Fläche J^, deren Inhalt bestimmt werden soll. 

Indem wir genau wie m § 3 die Strecke ^ nach dem Prin- 
zip der geometrischen Reihe einteilen, zerlegt sich die Fläche 

Ji in n Teilstreifen; der einzige Unterschied ist der, dass 
jeder dieser Teilstreifen mit Hilfe von Parallelen zur Ab- 
scissenachse von zwei Parallelogrammen, statt Rechtecken, 
eingeschlossen wird (s. Fig. 5). Nun ist der Inhalt eines 
Parallelogramms das Produkt der Längen zweier anstossen- 
den Seiten in den Sinus des eingeschlossenen Winkels; da 
aber dieser Winkel (als korrespondierender) gleich dem 



Winkel a> ist, den die beiden Koordinatenachsen* miteinander 
bilden, so ist die Ungleichung (32) (§ 3) jetzt nur dabin ab- 
zuändern, dass deren beide Seiten noch mit dem festen Faktor 
a sin CO zu versehen sind. Da im übrigen der Grenzprozess, 
sowie die verschiedenen in § 3 vorgenommenen Erweiterungen 
genau so verlaufen, wie dort, so haben wir das Ergebnis: 

„Die Sätze I und II des § 3 lassen sich 
ohne weiteres auf den Fall schiefwinkliger 
Parallel-Koordinaten übertragen, indem man 
der Differenz F{b) — F{a) den Faktor sin a>, 
wo CO der Koordinatenwinkel ist, hinzufügt: 

(I) Ji = sin CO <F(6) — F{a)y 

Im besondem gilt also für die Kurven (1), bei positivem 
m (s. p. 30, Anm. *), für a == und h = x: 



(2) c7? = 



sm CO ' xy 

m+ 1 ' 
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d. h. der Inhalt des Parallelogramms mit den Seiten Xy y 
wird durch die Kurve (1) im Verhältnis 1 : m geteilt, der- 
art, dass das nach der Abscissenachse zu liegende Stück 

^ des Parallelogramms ist. 

Für m == 2 hat man (s. diese Sammlung Bd. 8, § 30) 
eine gewöhnliche Parabel; die Abscissenachse ist eine be- 
liebige Tangente der Parabel, die Ordinatenachse parallel 
der Parabelachse. 



Nunmehr fassen wir den Fall von Polarkoordinaten ins 
Auge. Es empfiehlt sich, die Gleichung der zu untersuchen- 
den Kurve in der Gestalt vorzulegen; 

(3) r2 = a^?«. 

Hier bedeutet a eine 
positive Konstante, r den 
stets positiv zu nehmen- 
den Radiusvektor, der von 
einem festen Punkte 0, 
dem „Pole*^ nach einem Pig. e. 

beliebigen Punkte P der 

Kurve (3) hinläuft, während (p der positive Winkel*) ist, 
den der Radiusvektor mit einer festen Achse, der „Pol- 
achse*', bildet. Es empfiehlt sich aber, unter dem Winkel 93 
nicht, wie in der elementaren Mathematik, den nach Graden, 
Minuten und Sekunden eingeteilten Flächenraum zu verstehen, 
sondern die Länge des zugehörigen Bogens des um mit 
dem Radius 1 geschlagenen Kreises („Einheitskreises"). 
Dann ist nach der Planimetrie (s. diese Sammlung Bd. 2) 
der Flächeninhalt eines Kreissektors gleich 

Quadrat des Radius • Centriwinkel 




*) Genauer, es ist 9? der Winkel, um den man sich den Badius- 
vektor yon der Polachse aus in einem bestimmten, als positiv be- 
zeichneten Sinne gedreht denkt, bis er die Lage r erreicht. Ist q>' 
der kleinste Winkel dieser Art, so kann zu <p' noch eine Anzahl n von 
vollen Umdrehungen um hinzutreten, so dass der fragliche Winkel 
jip von der Grösse (p' -\-2nn (n ^ 0) ist. 

3* 
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Man betrachte jetzt zwei Badienvektoren r^, r^^ der 
Kurve (3), die mit der Polachse die Winkel (pQ, 9?i(> (po), 
also miteinander den Winkel (p^ — (pQ bilden. Diese beiden 
Vektoren begrenzen mittels der Kurve ein geschlossenes 

Flächenstück, einen „Sektor", dessen Inhalt mit S^^ be- 
zeichnet werde. Der Inhalt S^^ soll ermittelt werden. 

Man teile den Winkel (p^ — (p^, genau wie in § 3 die 
Strecke b — a von a bis 6, nach dem Prinzip der geometrischen 
Reihe, vermöge der einzuschaltenden Vektoren, die inkl. r^f r^ 
mit der Polachse der Reihe nach die Winkel bilden: 

(4) (Pq, (PqJc, (p^h^, . . ., 9?o*"~S 9^0*" = 9if 
so dass h die positive nf^ Wurzel aus — ist: 

(5) * 



r 9^0 



Dadurch zerlegt sich der Winkel (p^ — (p^ in n Teil- 
winkel*) von der Grösse: 

(6) 9?o(*— 1), (p^h—l), (poJc^(Jc—l), ..., <p^h^-i(]c^l). 

Nehmen wir an, der Exponent m in (3) sei zuvörderst 
positiv, so nimmt der Radiusvektor r bei wachsendem 
Winkel (p zu. 

Zu den n Teilwinkeln (6) gehören n Teilsektoren, die 

zusammen wieder den Sektor S^^ ausmachen. Dann ist für 
diese Teilsektoren das Quadrat des jedesmaligen kleineren 
Vektors gemäss (3) der Reihe nach gleich: 

(7) acpo*'^, a((poJc)^, a{(poJc^)^, . . ., aC^^o*»-!)'«, 

dagegen das Quadrat des jedesmaligen grösseren Vektors 
der Reihe nach gleich: 

(8) a{(poky% a(9^o*T> «(t^o*^)*"; • • -. a(9?o*")'". 

Nunmehr schliessen wir jeden Teilsektor von S^i in 
zwei Grenzen ein, indem wir um mit den beiden be- 
grenzenden Vektoren je einen Kreis schlagen, und so, eben 
vermöge der beiden Vektoren, zwei Kreissektoren heraus- 



*) Man denke sich n bereits so gross gewählt, dass alle Teil- 
winkel < - werden. 
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schneiden; zugleich wird dadurch S^^ selbst in zwei Grenzen 
eingeschlossen, die Summe der zu kleinen und die Summe 
der zu grossen Kreissektoren. Nach der obigen, wiederholt 
anzuwendenden Formel für den Inhalt eines Kreissektors 
kommt also, als Analogon zu der Ungleichung (32) (§ 3): 

(9) ^<pt^\J^-l) <l+*-+^ + (*-+0^+...+(Ä-+^)-^)<S;,^ 

Die beiden Seiten der Ungleichung (9) unterscheiden 
sich von den respektiven der Ungleichung (32) (§ 3) nur 

dadurch, dass erstens der feste Faktor — hinzutritt, zweitens 

an Stelle des dortigen Buchstabens a jetzt der Buchstabe (p^ 
steht. Da im übrigen der vorzunehmende Grenzprozess, 
indem man wiederum die Anzahl n unbeschränkt wachsen 
lässt, genau wie damals verläuft, so entsteht unmittelbar als 

der gesuchte Grenzwert für S^^: 

m 4- 1 «» + 1 

(10) Sil = "^ "^^ ~ ^' 



2 m + 1 



Dieser Ausdruck für S^J bleibt auch derselbe, wenn der 
Exponent m in (3) negativ ist; denn da alsdann der Vector r 
bei zunehmendem tp abnimmt, so vertauschen sich nur die 
beiden Seiten der Ungleichung (9). Auszuschliessen ist 
wiederum nur der Fall, wo der Nenner in (10), d. i. w + 1, 
gegen Null konvergiert (s. § 12 (IV)). 

Desgleichen vollziehen sich alle in § 3 vorgenommenen 
Erweiterungen hier in derselben Weise; liegt also an Stelle 
von (3) die allgemeinere Kurve zu Grunde: 

(11) r2 = a^*» + iS^jP + 7^« + . . ., 
so bilde man sich den Ausdruck F((p)\ 

(12) F(w\ = - — f- - — V - — 1- • • • 

\^^) ^m 2w+1^2i}+1^2^+l^ 

dann ergiebt sich: 

(U) S;i = F{q>^) - F{<p,) i<p, > 9>o)- 
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Es tritt hier sogar insofern eine Vereinfachung gegen- 
über § 3 ein, als r^ niemals negativ werden kann,*J^es stellt 
also stets (II) den wirklichen Inhalt des zum Winkel (p^ — cp^ 

gehörigen Sektors S^^ dar; dagegen kann es sehr wohl ein- 
treten — und das ist der Fall, sobald der Winkel (p^ — (po 
die Grosse eines Vollwinkels (d. i. 2n) übersteigt — , dass 

sich das Flächenstück S^* ein- oder mehreremal, teilweise 
oder auch ganz überdeckt. Es gilt also der Satz: 

„Der Flächensektor der Kurve (11), der 
überstrichen wird, während sich der Vektor r 
aus der Lage cpQ in die Lage 9?i(>9?o) bewegt, 
hat den Inhalt (II). 

Ist im besondern (11) von der Gestalt: 

(13) r = acpf {a > 0), also r^ = a^<p^f*, 

so hat man offenbar far F{q)) (12) zu setzen: 

WO der Fall 2/i + 1 = 0, d. i. /i = — — auszuschliessen ist 
(8. § 12 (IV)). 2 

Die beiden bekanntesten Fälle von (13) sind ju^^l, 
d. i. die „Archimedische Spirale" (s. diese Sammlung 
Bd. 8, Abschn. XV) und ^= -^ 1, d. i. die „hyperbolische 
Spirale". Hier kommt sofort nach (II): 

0-^) ^<pI "^ "2 (9^1 ""• 9^0) (a* = 1) 

Zum Schlüsse möge noch gezeigt werden, wie sich das 
oben zur Quadratur der Kurven (11) befolgte Verfahren mit 
geringfügigen Aenderungen auf die Lösung einer wichtigen 
stereometrischen Aufgabe übertragen lässt. Es liege, bezogen 
auf ein rechtwinkliges Achsensystem, eine ebene Kurve vor, 
deren Gleichung von der Form ist: 

(17) y^:==^ax"' + ßxP+yx^+ ..., 

d. i. 

y = yax'** + ßxP+ yocfi + . . ., 
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wo die Quadratwurzel reell und positiv seL Durch voll- 
standige Drehung der Kurve um die Abscissenachse entsteht 
eine ^^Rotationsfläche^^ 

Man wähle wiederum ein Intervall von a bis b auf der 
Absoissenachse, innerhalb dessen die Kurve (17) etwa nur zu- 
nehme. Durch die Punkte a, b lege man je einen ^^Quer- 
schnitt^^^ d. i. eine Ebene senkrecht zur Drehachse, die dann 
aus der Fläche einen Kreis (,,Parallelkreis'') ausschneidet. 
Diese beiden Parallelkreise, nebst dem eingeschlossenen Teil 
(9, Zone '^) der Rotationsfläche begrenzen ein Körperstück^ 

dessen Volumen F« berechnet werden soll. Man nennt diese 
Aufgabe die ^^Kubatur'^ der Rotationsfläche. 




Fig. 7. 



Die Strecke von a bis b wird genau, wie in § 3, nach 
dem Prinzip der geometrischen Reihe in n Teüstipecken 
zerlegt: 

a{1c—l), ak(k — l), ak^{k — l), ... 



ak^ 



(*-i)(*-f!). 



Durch jeden der eingeschalteten Teilpunkte lege man 
wiederum einen Querschnitt, so erscheint das ganze Volumen 

vi als die Summe von n analogen Teilvolumina, deren jedes 
eine der Teilstrecken zur „Breite^' hat, und durch Drehung 
des auf der Teilstrecke stehenden, in § 3 betrachteten 
Flächenstreifens um die Abscissenachse entsteht. Ein solches 
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Teilvolumen lässt sich in zwei Grenzen einschliessen, nämlich 
in zwei gerade Kreiscylinder, die durch Drehung des in § 3 
verwendeten kleineren resp. grösseren Rechtecks um die 
Abscissenachse entstehen. Bezeichnet man för den Augenblick 
die Höhe des kleineren Bechtecks mit y^y die des grösseren 
mit y^, die gemeinsame Grundlinie ^ d. i. die bezügliche 
Teilstrecke mit d, so sind die Volumina der beiden Kreis- 
cylinder, wie in jeder elementaren Stereometrie bewiesen 
wird: 

yijid resp. y^nd. 

Folglich unterscheidet sich die auf Grund dieser Aus- 
drücke aufzustellende Rechnung von der oben auf Grund der 
Formel für den Inhalt eines Kreissektors durchgeführten nur 
dadurch^ dass an die Stelle der dort stehenden Buchstaben 
Ty (p jetzt die Buchstaben y, x treten und an Stelle des 

dortigen festen Faktors — jetzt der feste Faktor n. Somit 
ist das Resultat: 

^,Man bilde sich den Ausdruck: 

^ ' ^' lm+1 jp + 1 ä^ + 1 y 

dann stellt: 

(III) Tl ^ F{h) - F{a) (6 > a) 

das Volumen des durch die Abscissen a^ i 
bestimmten Körperstücks der durch die 
Drehung der Kurve (17) um die a:-Achse er- 
zeugten Rotationsfläche dar." 

Es möge die allgemeine Formel (III) auf die Kubatur 
der durch Drehung eines Kegelschnitts um seine Hauptachse 
entstehenden Rotationsfläche angewandt werden, indem ein- 
mal die Mittelpunktsgleichung, das andere mal die Scheitel- 
gleichung eines Kegelschnitts zu Grunde gelegt wird. 

Die Mittelpunktgleichung einer Ellipse resp. Hyperbel 
lautet für die a;- Achse als Hauptsache (s. diese Sammlung 
Bd. 8, Abschn. VHI): 

/1Q^ ^'o-^' 1 /+ Ellipse \ 

(19) ^ ± jF == 1 l— Hyperbel j > 

oder 
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(20) y^ = ¥ (Ellipse), y^ = ^ _ 62 (Hyperbel). 

Es sind also die Ausdrücke F{x) (18) hier: 

(21) F{x) = n^^x _ ^^} = „62a; {1 - ^} (EUipse), 

(22) F{x) = «{^y - 6*4 = '^^'^ {S " 4 (^yPerbel). 

Somit kommt, wenn an Stelle der in (ITI) gebrauchten 
Buchstaben a, fe, um Verwechslungen zu vermeiden, die 
Buchstaben a, ß gebraucht werden: 

(23) Ff = ± nh^ \{ß _ a) ~ ^^ 0«3 _. «3)| 

= ± ^ ^ 05 - a) {3 a^ - (^2 + ^« + „2)| 

+ Ellipse \ 
Hyperbel/ 

Man nennt die beiden Rotationsflächen das „verlängerte*) 
Eotations-Ellipsoid" resp. das zweischalige**) „Rotations- 
hyperboloid'^ 

Im besonderen liefert der Fall a = 0, ß == a die Hälfte 
des Vollellipsoides: 

(24) FcT = :7r r-^ . a . 2a2 = | jrfesa, 



(: 



d. i. 



3a2 

„Das Volumen des durch Drehung einer 

Ellipse um ihre grosse Achse hervorgehenden 

4 

Vollellipsoides ist — ji-mal dem Produkt aus 

o 

der grossen Halbachse a in das Quadrat der 

kleinen Halbachse &." 



*) Zum Unterschiede von dem „abgeplatteten^ Rotati ons-Ellip- 
foide, das entsteht, wenn die Ellipse um die Nebenachse rotiert; die 
entsprechende Rechnung fdr das letztere verläuft analog, man hat 
nur überall a mit b zu vertauschen. 

**) Zum Unterschiede von dem „ einschaligen ^ Rotations-Hyper- 
boloide, das entsteht, wenn die Hyperbel um die Nebenachse rotiert. 
Auch hier verläuft die Rechnung analog: man hat in (23) a mit b und 
innerhalb der geschweiften Klammer das negative Vorzeichen mit dem 
positiven zu Vertauschen. 
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Für 6 = a = r wird das Ellipsoid zur Kugel mit dem 

4 
Sadius r; in der That ist —r^n nach den Elementen der 

o 

Stereometrie das Volumen der Kugel. 

Oft ist es zweckmässig, in der Formel (23) zur Anfangs- 
abscisse a die des Scheitelpunktes zu wählen^ und zwar bei 
der Ellipse die Abseisse — a, bei der Hyperbel die Ab- 
scisse + a. 

Dann erhält man im Falle des Ellipsoides^ wenn man 
für ß wiederum x schreibt: 

(25) ^^^(2a^x){a + xY 

Hier bedeutet a + x den Abstand von dem gewählten 
Scheitelpunkt bis zum Punkte x. 

Analog ergiebt sich im Falle des Hyperboloides: 

^ == - ?S (^ - «)<3 «' - (^' + ^^ + «')> 

öCv 

(26) = ?^ (^ - «)' (^ + 2«) 

= ^(a;_a)2((a;_o) + 3a>. 

Hier ist a? — a der Abstand vom Scheitelpunkt bis zum 
Punkte X. Die Formeln (25), (26) fliessen leichter aus der 
Scheitelgleichung der Kegelschnitte, die auch den Fall der 
Parabel mit erledigt, 

(27) y2 _ 2pS + qP. 

Um nicht mit dem obigen x zu verwechseln, ist hier 
die Abscisse mit | bezeichnet worden; fiir g' = stellt (27) 

die Parabel, für negatives ff, = z stellt (27) die Ellipse, 

fiir positives ff , = H — ; die Hyperbel dar: p ist in beiden 

Fällen gleich — . 
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DanD ist gemäss (18) der allen drei Fällen gemeinsame 
Ausdruck zu bilden: 

(28) i^(f) = ^(pl* + |f»)=«f*(j) + |f), 

und man hat nach (III): 

(29) r! = F(ß) - F{a). 

Ist im besonderen a ^0, d. h. rechnet man vom 
Scheitelpunkt aus, und setzt man für p und q die ange- 
gebenen Werte ein^ so gelangt man unmittelbar zu den 
Formeln (25), (26) zurück. 

Wir können uns daher nunmehr auf den Fall j =» 
konzentrieren: die durch Drehung einer Parabel um ihre 
Achse erzeugte Fläche heisst ^^Botationsparaboloid'^ 

Somit liefern die Formeln (28), (29): 

(30) r^ = 7t'piß^^a^) 

und für a = 0, ß = Sf d. i. für das Volumen des Botations- 
paraboloides von der „Höhe" f und vom „Grundkreise*^ mit 

dem Badius y = '}/2pSi 

(31) V^ =» TzpP, 
oder nach (27): 

(32) Fl-f^:^, 

d. i.: 

,;Das Volumen eines RotationsparaboloideS; 
das den einen Grundkreis eines geraden 
Kreiscylinders als Grundkreis besitzt und 
das Centrum des andern Grundkreises als 
Scheitel, ist halb so gross^ wie das Volumen 
des Kreiscylinders." 

Ein anderer wichtiger, aus der elementaren Stereometrie 
bekannter Spezialfall von (27) ist p = 0, während q einen 
positiven Wert, = m^ hat, d. h. wenn die Gleichung einer 
Geraden durch den Anfangspunkt vorliegt: 

■ 

(33) y = mf , 

die demnach durch Rotation um die Abscissenachse einen 
geraden Ereiskegel mit der Spitze in erzeugt. 
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In diesem Falle liefern (28), (29): 

^ A3 _ ^3 

(34) rf = nm^ —^—^ 
also wiederum für a = 0, ß = S: 

(35) 7^ = .??^ = .^^^ = ^^ 

Grundkreis • Höhe 
^ 3 ' 

wie in den Elementen nachgewiesen wird. 



§ 5. Weitere Grenzwerte der Geometrie. 

Darstellung des Elreisbogens durch trigonometrische 
Funktionen. Tangenten der Kegelschnitte. 

1. In der elementaren Trigonometrie (s. diese Sammlung 
Bd. 3, § 13) wird bereits davon Gebrauch gemacht^ dass der 
Sinus eines verschwindenden Winkels selbst verschwindet; 
man meint damit, dass der Sinus bei beliebig abnehmendem 
Winkel selbst beliebig abnimmt. Das Verhältnis dieser 
gegenseitigen Abnahme soll genauer bestimmt werden; als 
eine merkwürdige Anwendung davon wird der Kreisbogen 
durch ein unendliches Produkt von trigonometrischen Funk- 
tionen dargestellt werden. 

Es sei nochmals betont, dass in der Analysis die Grösse 
eines Winkels nicht durch einen Flächenraum gemessen wird, 
sondern durch die Länge des zugehörigen Bogens vom Kreise 
mit dem ßadius 1 (also vom Umfange 27t\ dessen Centrum die 
Spitze des Winkels ist. Demnach sprechen wir hinfort nicht 

mehr von einem rechten Winkel, sondern vom Winkel — , 

Sä 

desgleichen nicht mehr von einem gestreckten resp. Voll- 
winkel, sondern vom Winkel n resp. 2jr; anstatt „spitzer" 
resp. „stumpfer" Winkel heisst es: Winkel „im ersten resp. 
zweiten Quadranten" u. s. f. 
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Es sei (s. Fig. 8) d ein Winkel im ersten Quadranten 

des Einheitskreises, s = sin ^, c = cos d, t = tsd=^ 1 . 

Die Figur zeigt, dass die Fläche des Kreissektors vom Centri- 
winkel d, der Grösse nach, eingeschlossen ist von zwei 
rechtwinkligen Dreiecken, von denen das eine die Katheten 
s, c, das andere die Katheten t, 1 besitzt. 

Da nach den Elementen der Planimetrie (s. diese Samm- 
lung Bd. 2) der doppelte Flächeninhalt eines Kreissektors 
durch das Produkt aus Bogen und Ea- 
dius angegeben wird; so gilt die Doppel- 
Ungleichung: 

(1) cs<d<t, 

oder nach Division mit s: 

dl ^ 

(2) cosd<-T-j< -.. 

smo coso 

Konvergiert der Winkel d gegen 
Null, so konvergiert cos ö (von unten 

her) wie auch ^ (von oben her) gegen ^* 

Eins, und es gilt somit der för Theorie und Anwendungen*) 
fundamentale Satz: 

I. „Bei beliebiger Abnahme eines Win- 
kels d nähert sich das Verhältnis — -z— mit 

o 

beliebiger Genauigkeit dem Werte Eins, 
oder: — r— hat den Grenzwert Eins." 



Man bedient sich dabei der Schreibweise: 

,. sin 6 . 
hm — 5— = 1 , 

^=0 




(i) 



wo das Zeichen lim (lim ist Abkürzung von limes =» Grenze) 



^=0 



den in Bede stehenden Grenzprozesses andeutet. 

*) Es sei etwa auf die in jedem Lehrbuch der Mechanik be- 
handelte Ableitung der Schwingungsdauer eines „Sekundengendels^ 
hingewiesen. Weitere Anwendungen findet man in ausführlicheren 
Lehrbüchern der Trigonometrie. 
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Praktische Berechnungen*) lehren, dass der Winkel d 
durchaus nicht so überaus klein genommen zu werden braucht, 

um bei den gewöhnlichen Genauigkeitsanforderungen 

durch die Einheit ersetzen zu dürfen: für Anwendungen lässt 
sich daher der Satz (I) so formulieren: 

L „Für kleine Winkel lässt sich der Sinus 
durch den Winkel selbst ersetzen." 

Wir beschränken uns jetzt zuvörderst auf die linke 
Hälfi;e der Ungleichung (2), indem wir mit sin d herauf- 
multiplizieren: 

(3) sin d cos ^ < ^. 

Nach einer elementaren Formel der Trigonometrie (s. 
diese Sammlung Bd, 3, § 43) ist für jeden Winkel a: 

(4) sin 2a == 28in a cos a, oder 28in a = : 

^ ' cos a 

es empfiehlt sich daher, in (3) den doppelten Winkel 2d ein- 
zufuhren, dann kommt: 

(5) sin2a<2d. 

Führt man hier wiederum den doppelten Winkel Ad 
ein, so ergiebt sich nach (4): 

(6) ^ < 4<5 
^ ^ cos2o 

und, wenn man so fortfährt, hat man successive: 

' cos4ocos2o cosöö cos4o cos2o 

und somit allgemein, nach n-maliger Wiederholung des Ver- 
fahrens: 

^ ^ cos 2"-M cos 2"-M ... cos 4^ cos 2^ ^ 

Umgekehrt betrachte man nunmehr 2^d als einen be- 
liebig**) gegebenen Winkel x, so wird: 

*) Bei Beschränkiing auf 4 Dezimalstellen kann man die Grösse 
von df in gewöhnlichem Masse gemessen, bis za ca. 4 Grad annehmen. 

**) Man kann offenbar stets n so gross wählen, dass ^ <C ö~ ^ii'cl: 

man hat nur — •< -s, d. i. 2"~^ > — zu nehmen. 

2** 2 7t 
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^ ^22' ^ - 22 ~ 22 '^ 

und die Ungleichung (8) nimmt die Gestalt an (indem man 
n — 1 durch n ersetzt): 

(9) < X. 

XXX X 

C08-C0S— cos^...cos — 

Ganz in derselben Weise werde die rechte Hälfte der 
Ungleichung (2) behandelt ^ dann wird der Reihe nach: 

(10) <5<— ,, 

^ COSÖ 

2eJ< ^^^^^ 



4a < 



83 < 
16<J< 



cos b cos 3 ' 
sin 43 
cos 23 cos 3 cos 3' 

sin 8 3 
cos 43 cos 23 cos 3 cos 3' 
sin 163 



cos 83 cos 43 cos 23 cos 3 cos 3 ' 

und daher allgemein: 

(11) 2*3 < «^'^'^"^ . 

^ ' cos2**~-M cos2*'— 2^_,cos43 cos23 cos3 cos3* 

Führt man hier wiederum x statt 2*^3 ein, so schreibt 
sich (11): 

sin X 
(9') X < , 

XXX XX 

cos 2 *^® 22" ^® 28" ■ • • '^^^'^^W 
Tmd die Kombinierang mit (9) liefert die Doppel-Uogleichung: 
__ eiax 

(m <z 

XXX X 

aiax 



JLJ %M/ m^ w^ UU 

cos — cos cos :r-r . . . COS :r— COS tt" 

9 "02 2* 2" 2" 
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Es ist leicht zu ersehen^ dass hiermit der Winkel x in 
zwei Grenzen eingeschlossen ist, deren (positive) Differenz D 
bei beliebig wachsendem w unter jede Grenze sinkt. Denn 
die Differenz D wird: 



(12) 


B^ 


\ %\XiX 




XXX 

[cos 2 cos 22 ^^«23 


X 

. . . cos TT— 
2»* 





also, wenn man, gemäss (II), den ersten Faktor von (12) 
durch den zu grossen Wert x ersetzt: 

(12a) 2)<ic/— ^-1 

X 1 

wo cos — bei wachsendem w gegen Eins, mithin 1 

M X 

COS^T- 

2" 
gegen Null konvergiert. Dadurch ist das Ergebnis gewonnen: 

„Ein beliebig gegebener Winkel x lässt 
sich vermöge sin^r und der cosinus der durch 
fortgesetzte Halbierung aus x hervorgehen- 
den Winkel durch den Grenzwert ausdrücken: 

(IIa) X = lim - 



tl :^ 00 X X X 

cos — cos — , . . cos — 
2 2^ 2** 



oder es ist: 



/TTT-N Sm Ä? ■,, [ X X X *^ \ ft 

^ ^ ~x' °° „ ™ r°^ 2 *^^ 2^ *'*'® 2»" • " ^^ 2^/ 

Man bedient sich dabei der Ausdrucksweise, dass das 

sm X 
Verhältnis durch ein ..unendliches Produkt'^ dar- 

X 

gestellt sei; auf die systematische Theorie solcher Produkte 
werden wir später, in der Theorie der Konvergenz, näher 
eingehen. 

Setzt man im besonderen a; = — , also sin a? = 1 , so 

ergiebt sich für die Berechnung der Ludolphschen Zahl n 
(s. diese Sammlung Bd. 2) die Formel: 



/ 
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(IIc) — = lim (cos — cos — . . . cos -p—] . 



Die prinzipielle Bedeutung der Formel (IIa) liegt darin^ 
dass die Länge eines Kreisbogens, d. i. einer begrenzten 
krummen Linie mit Hilfe von lauter gradlinigen Strecken 
mit jeder beliebigen Genauigkeit ausgedrückt wird. 

Man beachte noch^ dass das eingeschlagene Bechnungs- 
verfahren eine einfache geometrische Deutung zulässt. In der 
That lehrt eine einfeche Vervollständigung der Fig. 8 sofort, 
dass (6) nichts anderes aussagt, als dass die Sehne kleiner 
ist, als der Kreisbogen; weiter (7), dass die Summe zweier 
gleicher anstossender Sehnen kleiner ist, als die Summe der 
beiden gleichen E^reisbögen u. s. f. Umgekehrt ist also der 
geometrische Sinn der Formel (9), dass man für einen ge- 
gebenen Kreisbogen x einen (zu kleinen) Näherungswert er- 
hält, wenn man den Bogen successive halbiert, und jeden 
Teilbogen durch die zugehörige Sehne ersetzt. In derselben 
Weise bedeutet die zweite der Ungleichungen (10), dass der 
Kreisbogen kleiner ist als das von den einschliessenden 
Radien begrenzte Stück der im Mittelpunkt des Bogens er- 
richteten Tangente; die dritte der Ungleichungen (10), dass 
der Bogen als die Summe seiner beiden Halbbögen kleiner 
ist als die Summe der beiden gleichen zugehörigen Tan- 
gentenstücke u. s. f. Mit einem Worte, das Verfahren deckt 
sich gerade mit dem, das man schon bei den Griechen in 
der elementaren Planimetrie zur Berechnung des Ejreisinhalts 
und der Kreisperipherie eingeschlagen hat, nur dass auf 
Grund der Ungleichung (12 a) erst die Berechtigung dieses 
Verfahrens gewährleistet wird. 

Die Ausdehnung des dem Verfahren zu Grunde liegenden 
Gedankens, die Länge des Bogens einer beliebig krummen 
Linie als Grenzwert des Umfanges eines dem Bogen ein- 
resp. umbeschriebenen Polygons anzusehen, kann erst in der 
Integralrechnung entwickelt werden. 

2. Wir erörtern nunmehr einen andern fundamentalen 
Grenzbegriff der Geometrie, den einer Tangente einer Kurve, 
und beginnen wieder mit dem elementaren Falle des Kreises, 
um ihn dann analog bei den Kegelschnitten zu verfolgen. 

2 a. Die Tangente in einem Punkte P eines Kreises 
wird nach der älteren Definition erklärt als die Gerade, die 

W. Fr. M e y e r , Differentialrechnung . 4 
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den Kreis nur in dem einen Punkte P trifil Achtet man 
aber auf die Beweise^ die für die Sätze über Kreistangenten 
gegeben werden^ so bemerkt man^ dass man sich in Wahr- 
heit viehnehr der folgenden Definition bedient: 

,;Die Tangente in einem Punkte P eines 
Kreises ist die Gerade, die P mit einem be- 
liebig nahe an P liegenden Kreispunkte ver- 
bindet/' 

Die Tangente erscheint danach als ein geometrisches 
^^Grenzgebilde'S analog, wie die irrationalen Zahlgrossen 
der Arithmetik (s. diese Sammlung Bd. 1, Abschn. VI) als 
arithmetische Grenzgebilde, eingeführt werden. 

Dieser geometrische Grenzprozess soll nunmehr durch 
die analytische Betrachtung ergänzt werden. Wird der Kreis 
mit dem Zentrum und dem Radius a auf ein recht- 
winkliges Achsensystem mit dem Ursprung in bezogen, so 
lautet seine Gleichung („Mitt^unktsgleichung^^ s. diese 
Sammlung Bd. 8, Abschn. IV): 

(13) Ä?» + y2 — a» = 0. 

Andererseits ist for die Polarkoordinaten a, q> (1. c. 
Abschn. II) des E^reispunktes P(a;, y) = P(^), wo q) den 
Winkel von OP mit der positiven a;-Achse bedeutet: 

(14) x=^a cos (p, y ^asinq). 

Man verbinde den Kreispunkt P =« P{(p) mit dem Elreis- 
punkte Q{x^, yi) =^Q((p + e), wo e ein positiver oder negativer 
Winkel sei, um den sich der ursprüngliche Winkel (p ge- 
ändert hat, damit P in die Lage Q gelangt. Dabei wird als 
positiver Drehungssinn der im entgegengesetzten Sinne des 
Uhrzeigers genommene gewählt. 

Die rechtwinkligen Koordinaten Xj^, y^ von Q sind 
nach (14): 

(15) a?! = a cos (93 + e)f yi = a sin (93 + e). 

Nun lautet (1. c. § 12) die Gleichung einer Geraden, die 
die Punkte P{Xy y) und Q{xj^f yj verbindet, wenn unter f, ij 
ihre laufenden Koordinaten verstanden werden: 

(16) f(yi —y)'-v{^i — ^) + (^ly— yi^) == 0, 

also hier mit Einsetzung der Werte (14) (15): 
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(17) Sa{8m(q) + e) — sin 9?) — fja{coH{(p + e) — cos 9?) 
— a^{sm{<p + e) cos 9? — 008(99 + e) sin 9?) = 0. 

Würde man hier den Grenzprozess^ der die Sekante PQ 
in die Tangente in P überfuhren soll, direkt vornehmen, in- 
dem man den Winkel e gegen Null konvergieren lässt, so 
würden die drei Koeffizienten der Gleichung (17) sämtlich 
zugleich gegen Null konvergieren. 

um diese Schwierigkeit zu überwinden^ nehme man 
zuvor folgende Umformung vor. Nach den Elementen der 
Trigonometrie (s. diese Sammlung Bd. 3^ §§ 43 ^ 45) gelten 
för irgend zwei Winkel a, ß die Identitäten: 



(18) 



sm a — sm p =* 2 sm — ^r-^ cos — r-^ 
^ 2 2 

, (X — ß • OL -\- ß 

COS a — cos p == — 2 sm — ^r-^ sm — ^r-^ 
^ 2 2 

sin a cos ß — cos a sin ^ = sin (a — ß) 



. a—ß a—ß 
= 2sm — ^-^ cos — jr-^ . 

Fura = 99 + €,/?=»9^ wird — ^ = 9^ + g > —^ ^ 2 ' 
mithin geht die Gleichung (17) vermöge Herausziehung des 



2 cos— 

6d . 



«0. 



(19) 2sin |- f a cosf 9? + ^j + i;a sinf 9? + |-j — a 

Das Produkt auf der linken Seite kann nur verschwinden^ 
wenn einer der beiden Faktoren verschwindet. Das Ver- 
schwinden von sin — , i. e. von £ würde aber bedeuten^ dass 

der Punkt Q mit dem Punkte P zusammenfällt, somit ihre 
Verbindungslinie unbestimmt wird. Es muss also der zweite 
Faktor in (19) verschwinden, und die Gleichung der Ge- 
raden PQ lautet, wie nahe auch Q an P heranrücken^ d. h. 
wie klein auch £ sein möge: 

(20) |a cos (y' + ö) + ^^ ^^^ l^' + 9) ~" ^* ^s 9 =" 0- 

4* 
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Nun ist, nach dem Fundamentaltheorem der Trigono- 
metrie (1. c. § 43) : 

9? + 9 ) == cos (p cos — — sin 9? sin — , 
(18a) 

sin 1 9? + — I = sin 99 cos — + cos (p sin — , 

damit geht aber die Gleichung (20), nach der Unterdrückung 
des Faktors cos — , und mit Rücksicht auf (14) über in: 

ml 

(21) {Ix -\-riy — a2) - tg | {^y - rix) = 0. 

Lässt man hier den Winkel £ einmal positiv, das andere 
mal negativ gegen Null konvergieren, so konvergiert die 
Gerade (21) von zwei Seiten her*) gegen die Grenzlage: 

(III a) ^x + riy — a^==^0, 

d. i. (Illa) ist die Gleichung der Tangente des Kreises 
(13) in F(x, y). 

2 b. Das eben ausgeführte Rechnungsverfahren bietet 
den Vorteil, mit kleinen Abänderungen unmittelbar auf die 
Ellipse übertragen werden zu können. Die „Mittelpunkts- 
gleichung" einer Ellipse mit den Halbachsen a und b lautet 
(s. diese Sammlung Bd. 8, § 42). 

(22^ — + ^ = 1 

Hierbei ist die Hauptachse der Ellipse die a;-Achse, ihr 
Mittelpunkt der Ursprung des rechtwinkligen Koordinaten- 
systems. Die Gleichung (22) lässt sich ersetzen durch die 
beiden andern: 

(23) :r = a cos 99, y = 6 sin 99, 



*) Man berechnet leicht, dass der Winkel d der beiden ein- 
schliessenden Geraden, die den Werten ±.e entsprechen, bestimmt 

2tgr|- 

wird dnrch tg ^ = , woraus sich entnehmen lässt, wie klein e 

'^ COSß * ' 

za wählen ist, damit d unter einen vorgegebenen noch so kleinen Wert 
sinkt. 
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wo q) ein Hilfswinkel, die sogenannte „excentrische Anomalie" 
ist. Man verbinde wiederum den Ellipsenpunkt P(Xy y) 
= T{q)) mit dem zweiten EUipsenpuukt Q{x^y y^ = Q{(p + ^j- 
Die Gleichung der Sekante PQ ergiebt sich, wie bei (17): 

(24) |fe {sin {(p -\- s) — sin (p) — r^a {cos (9? + ß) — cos cp) 
— ai {sin (^ + e) cos cp — cos (99 + e) sin 9?) = 0. 

Diese Gleichimg unterscheidet sich von (17) nur da- 
durch, dass die dortigen Faktoren a, a, a^ hier resp. ersetzt 
sind durch 6, a, ab. 

Da im übrigen die weitere trigonometrische Entwicklung 
genau so verläuft, wie dort, so lässt sich die Gleichung der 
Sekante JPQ mit Hilfe von (23) auch so schreiben: 

(25) i^x - + riy^ — a6J — tg| {^y — rix) = 0, 

und diese geht für lim £ = über in die Gleichung 
der Ellipsentangente im Punkte P{x,y): 

(inb) ^x-+fjy^ — ah=^0, oder auch g + || — 1=0. 

Für a ^b wird die Ellipse (22) zum Kreise (13) und 
entsprechend (III b) zu (III a). 

2 c! Mit denselben Hilfsmitteln lässt sich auch die 
Hyperbeltangente ermitteln. Die Mittelpunktsgleichung der 
Hyperbel ist (1. c. § 46): 

WO wieder die Hauptachse die o:- Achse, der Mittelpunkt 
der Anfangspunkt ist. 

Die Gleichung (26) lässt sich vermöge der elementaren 
Identität der Trigonometrie (s. diese Sammlung Bd. 3, § 8): 

1 ^ sin^ w 

(27) 8ec2 (p = — — = 1 + tg2 9. = 1 + -— ^ 

^ cos^ q) ° ^ cos^ (p 

ersetzen durch die beiden andern: 

a , sing? 

28) x^ , y=-b — ^, 

cos (p cos (p 

wo (p wiederum ein veränderlicher Hilf^winkel ist. 
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Die Gleichung der Sekante, die die Hyperbelpunkte 
P(Xf y) = P{<p) und Qipo^yy^ = Q{9 + ^) verbindet, wird: 

(29) |j{!!^f±^_£i^}_,a{-^V^ -\ 

_ ah (?Ei^±i) J: ^^ _JL_\ _ 

IcoB {(p + c) COS 9? COS (p cos (9p + e)] ' 

oder wegen (18 a): 

(30) 7 — ; — r [f 6 sin e + 17a (cos (w + e) — cos w) 

Q08q> coa{q> + e) ^ ^ ' 

— ab (sin (9^ + 6) — sin 9p)] = 0, 

oder wegen (18): 

(31) p — -—. {f 6 cos - — 17a sin U + - 

^ '^ cos 9p cos (9? + e) i 2 ' V^ 2/ 

— a6cos^9? + -|]| = 0, 



oder gemäss (28): 



Da das Verschwinden des ersten Faktors wiederum aus- 
zuschliessen ist (denn nach (28) kann für keinen im End- 
lichen gelegenen Hyperbelpunkt cos (9^? -f g) =« sein), so er- 
giebt der Grenzübergang, nach (28), als Gleichung der 
Tangente im Hyperbelpunkte P{x,y): 

(nie) M_^_«6=,o, 

ab 
oder auch 

a» b^ ^ "' 

in Analogie mit der Gleichung der Ellipsentangente ^01 b). 

2d. Schliesslich möge die Definition der Tangente noch 
am Beispiel der Parabel erhärtet werden. Die Scheitel- 
gleichung der Parabel ist (§ 3, (1)): 

(33) y-|^, 
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wenn die Parabelachse zur y- Achse, der Scheitel zum Ursprung 
genommen wird. Die Gleichung der die Parabelpunkte P{x) 
und Q(^i) =» Q(^ + ^) verbindenden Sekante wird: 

(34) -^ {xl — x')-fj {x^ -x)--^{xlx^x^x^)^0, 
oder 

(35) ix^ -^){^(^i + ^) - *? - ^} = 0. 

Das Verschwinden des ersten Faktors 0:^ — » von (35) 
würde wieder bedeuten^ dass Pmit Q zusammenfällt, also die 
Sekante PQ unbestimmt würde; somit entsteht aus (35) wegen 
Xi'^^ x + h und gemäss (33) als Gleichung der Sekante: 

(36) ^(2. + Ä)-,-M=.{^-(, + ,)} 

mithin für lim A=.0, als Gleichang der Tangente im 
Punkte P{x, y) der Parabel (33): 

(Illd) ^_(^+y) = 0. 

Eine ganz ähnliche Entwicklung gilt für die Tangente 
einer Parabel, wenn letztere auf ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem bezogen wird, deren ^- Achse parallel zur 
Parabelachse läuft. Die Gleichung der Parabel ist alsdann 
(s. § 3, (53)) von der Form: 

(37) 2y^a + 2lx-\- cx^y 

und die Gleichung der Tangente im Punkte P{Xy y) der 
Parabel lautet: 

(38) ^ + y=«a + 6(^+f) + cx^. 

Wurde man versuchen, nach demselben Muster die 
Tangentenbestimmung für die „höhere ParabeP': 

(39) y = a + 6a; + ca:2 + dir» + . . . -^-p^ 

vorzunehmen, so würde man auf die Aufgabe stossen, aus 
der Differenz der beiden Ausdrücke a-\-}>x -\- cx^ + . . . +P^ 
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und a + bx^ + c^l + • • - + P^T den Faktor x^ — x abzu- 
spalten, und för die Bildung des Restfaktors ein einfaches 
Gesetz aufzustellen. Diese Aufgabe wird ihre Erledigung in 
§ 7 finden; es wird sich aber zugleich zeigen, dass damit der 
Ausgangspunkt zu einer viel weiter reichenden analytischen 
Entwicklung gegeben wird, die die ganze Analysis beherrscht. 
Zu den im obigen behandelten geometrischen Grenz- 
prozessen bemerken wir noch, dass die elementare Geometrie 
eine ganze Reihe ähnlicher aufsuweisen hat; es sei hier nur 
hingewiesen auf die Bestimmung des Inhaltes eines Recht- 
eckes, des Volumens eines Tetraeders, eines geraden Kreis- 
kegels und einer Kugel, der Oberfläche eines solchen Kegels 
und einer Kugel u. a. m. Wir kommen in der Integral- 
rechnung im Zusammenhange darauf zurück. 



§ 6. Der binomische Satz. 

Wie in § 1 gehen wir von einer Potenz «"• aus, wo die 
(positive) Basis a beliebig, m aber eine natürliche Zahl ist. 
Eine der wichtigsten Aufgaben der elementaren Potenzlehre 
ist dann, zwei Potenzen mit demselben Exponenten m, aber 
verschiedenen Basen x und x + h — wo der Unterschied h 
beider positiv oder negativ sein kann — mit einander zu 
vergleichen. 

Das nächstliegende*) Mittel zur Vergleichung zweier 
Grössen besteht in der Bildung und Untersuchung ihrer 
DiflFerenz, also im vorliegenden Falle von (^r + Ä)**» — x!^. 
Das leistet aber gerade der binomische Satz (s. diese Samm- 
lung, Bd. 5; Bd. 6 § 5), der sich so schreiben lässt: 

(1.) {x + Ä)»" -— ic"» = hm^x*^-^ + h^m^x'''-^ 

+ h^m^x""-^ + . . . + Ä*"-^m«_ia7 + *"», 

wo die m^, mg, %, ... die successiven, zu m gehörigen 
j^Binomialkoeffizienten^^ sind, nämlich: 



*) Manchmal erweist es sich als zweckmässiger, zar Yergleichang 
zweier Grössen a, h ihren Quotienten, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt , die Differenz ihrer Logarithmen zu untersuchen; allgemeiner 
wird man die Differenz irgend zweier Funktionswerte (§§10,. 19) 
f(b) — f{a) heranziehen. 
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m 



m(m — 1) 



m^ 




1' 


mg 


1 


■ 2 


f 




m^ 
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l)(m- 
2-3 
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• • • 




nii*) 
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Wm- 
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m{m — 


■1). 


..(m — 


■i + l) 




1 • 


2...i 












m{m — 


■1). 


.. (m — 


i + 1). 



il 

das Produkt der ersten i natürlichen Zahlen wird, wie üblich, 
„i-Fakultät^^ genannt und durch das Zeichen il oder auch 
n{i) angegeben. 

Man denke sich die beiden Zahlgrössen x und h nicht ein 
för allemal fest gegeben, sondern, bei festgehaltenem m, der 
Reihe nach anderer und anderer Werte fähig, stets wird (1) 
lehren, wie man die irgend zwei Werten von x imd h ent- 
sprechende Differenz (x + h)*^ — xi^ ebensowohl praktisch be- 
rechnen, wie theoretisch hinsichtlich ihres Verhaltens verfolgen 
kann. In diesem Sinne werde der Satz zu Grunde gelegt: 

I. „Der binomische Satz (1) dient dazu, 
zwei Potenzen mit demselben (natürlichen) 
Exponenten, aber mit verschiedenen Basen, 
mit einander zu vergleichen." 

Da das Gesetz (2) der BinomialkoefBzienten für spätere 
Anwendungen nicht zweckmässig erscheint, soll der Formel (1) 
eine brauchbarere und verallgemeineruugsiahigere Gestalt 
gegeben werden. 

Indem man den im i*®^ Gliede rechterhand stehenden 
Nenner il zum Zähler A*' zieht, wird (1) zu: 

{lSi){x+h)"*—x'^*^hmx''*^^ +—m{m—l)x'^—^+... 

+-TTm(m— l)...(m— i+l):r^-*-f«-. 
% % 

Jffn 



ml 



*) Die ftltere Schreibweise y»(^ß ist hier darch die bequemere 
m^ ersetzt worden. 

♦*) Hier ist x^ das im Sinne von § 1, Formel (12) zu verstehende 
Bequemlichkeitszeichen für 1. 
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oder: 

(II) (a;+Ä)«_a-. = ÄPi+|jP, + ... + ?jP, + ... + ^jP„, 



WO mit JPi der „KoeflSzient'% d. i. der Faktor, von -ry be- 
zeichnet ist. ** 

Welches ist das Bildungsgesetz der P^? Zuvörderst 
geht PjL = mcc!^~~^ aus der ursprünglichen Potenz ixf^ dadurch 
hervor, dass der Exponent m um 1 verringert^ und die so 
entstehende ,,nächst niedrigere" Potenz oc^^^ mit dem ur- 
sprünglichen Exponenten m multipliziert wird. Aehnlich 
geht Pj = m{(m — l)a::~~*) dadurch aus P^ =mÄf*"~^ hervor, 
dass man den Zahlenfaktor m beibehält, im übrigen wiederum 
ar**—^ durch die nächst niedrigere Potenz a?»»— * ersetzt und 
noch mit dem Exponenten m — 1 multipliziert. Fährt man 
so fort, so erkennt man unmittelbar auf Grund von (2), dass 
jedes Pi aus dem vorhergehenden P,__i stets nach der näm- 
lichen Kegel entsteht. Um diese Kegel kurz zu fassen, fuhren 
wir (s. diese Sammlung^ Bd. 6, § 6) den Prozess der „Ab- 
leitung'* ein durch die Definition: 

III. „Ist c ein fest gegebener Faktor, und 
af (i = 0, 1, 2, 3 . . .) eine Potenz mit natür- 
lichem Exponenten, so werde unter der Ab- 
leitung des Produktes ex* das Produkt ciaf"^ 
verstanden, das also aus ex* hervorgeht, in- 
dem man x^ durch die nächst niedrigere 
Potenz af~'^ ersetzt und noch den Exponenten i 
als Zahlfaktor hinzufügt. Im besonderen ist 
danach die Ableitung von ex^ = c gleich Null 
zu setzen." 

Schreibt man der Gleichmässigkeit halber noch P=^ Pq 
fiir die der Formel (1) zu Grunde liegende ursprüngliche 
Potenz xi^ = l'X*^, so drückt sich das Bildungsgesetz der 
Koeffizienten P,- (i = 0, 1, ... m) des binomischen Satzes: 

h^ h* A"* 

(II) (a; + Ä)- = Po + ÄPi + 2jP2 + ...+^P,+... + -jP« 

dahin aus: 

IV. „Jedes P,- ist die Ableitung des un- 
mittelbar vorangehenden P,— i." 

Da somit durch successive Wiederholung („Iteration") 
des einen Prozesses (III) der Ableitung der Keihe nach 
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aus P=« Pj^ = af» die Koeffizienten P^, P,, . . ., P„» in (II) 
entspringen^ so bedient man sich auch der Ausdrucks weise: 

V. „Pi ist die „erste" Ableitung von P= P©, 
Pg die yfZtoeite^^ Ableitung von P, . . .; Pi die 
„i*«" und schlieslich P,„ die „w*®" Ableitung 
von P." 

Dadurch hat zugleich der Index i in P, eine tiefere 
Bedeutung erhalten. Der binomische Satz (II) wird somit 
von dem Gesetz beherrscht: 

VI. „Die Koeffizienten P^, P,, ..., P^ in (II) 
sind die successiven Ableitungen der ur- 
sprünglichen Potenz a;*"«P." 

Man kann aber dem Inhalt des binomischen Satzes noch 
eine wesentlich andere — und für die Anwendungen ebenso 
wichtige — Fassung geben, die erkennen lässt^ dass der 
Satz mit der Formel für die Summe einer endlichen geo- 
metrischen Reihe (§ 2, (I)) äquivalent ist. Schreibt man 
nämlich in (1) y für ic + A, also y — x für Ä, und dividiert 
beide Seiten von (1) mit y — x, so ergiebt sich: 



(Ib)^^ =Wi;r»*~* + (y — a:)mgi»*»— *+(y — ic)*Wja:~~'+... 

y — ^ 

... + {y — xy^-^^mj^x+ (y — x)**^^ . 

Denkt man sich rechts wiederum die Potenzen vouy — x 
nach dem binomischen Satze entwickelt und sodann die ganze 
rechte Seite nach Potenzen von x resp. y geordnet, so erhält 
man ein Aggregat von Gliedern, in denen die Exponenten 
von X resp. y bis zur Zahl m — 1 ansteigen. Das Gesetz 
dieses Aggregats fliegst aber unmittelbar aus § 2 (I). Denn 
man hat: 

(3) =- -. r— ^ (Xf^-^ 




l-^) 



y-^ jy_i y_i 



X 



^—i af^—i af-^ X } 

ym-\ _j_ ym-%^ j^ y^r-^x^ + . .. + ya?»»-« + a?'"-» . 
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Es gilt also das Ergebnis: 

„Der binomische Satz lässt sich auch in 
der Gestalt schreiben: 

(IIa) y^ — a:»'» = (y — x){t/^—^ + f/^—^x-\-j/^—^x^ + ,.. 

Es ist nützlich^ das Charakteristische dieser Identität 
noch deutlicher hervorzuheben. 

Man nennt in der Algebra (s. diese Sammlung Bd. 6^ 
§ 2) einen Ausdruck f{x) von der Form: 

(4) f(x) = a + hx -{- cx^ + dx^ + . . . + P^y 

wo die Koeffizienten a,b, c, d, . . . p von x frei sind, einen 
,,^anzen Ausdruck in rc", und zwar vom Grade n. Zer- 
fällt ein ganzer Ausdruck f{x) derart in ein Produkt von 
zwei ganzen Ausdrücken fi{x), fi{x)y dass nach Aus- 
multiplikation von fiipc) und f^(x) und Anordnung nach 
Potenzen von x die Koeffizienten gleich hoher Potenzen in 
/i(^) ' f%{^) u^d f{x) jeweils gleich sind, so sagt man (1. c. 

§ 56)> fip^) sei durch f^{x) teilbar, und nennt /^C^) = 77-T 

den Quotienten von f{x) durch /3l(^). Dann sagt also die 
Identität (3) oder (IIa) aus, dass die Differenz y~ — x^ zweier 
Potenzen mit demselben natürlichen Exponenten m durch 
die Differenz y — x der Basen teilbar ist, sowohl als ganzer 
Ausdruck in x, wie als ganzer Ausdruck in y betrachtet. 
In der That lässt sich, ganz wie bei § 2 (I), die rechte Seite 
von (3) aus der linken auch durch das elementare Verfahren 
der algebraischen Division (s. diese Sammlung, Bd. 6 § 56) 
ableiten. 

Aber auch das Gesetz des Quotienten von ^ — x^ durch 
y — Xy d. i. die rechte Seite von (3), ist ein höchst einfaches. 
Es ist ein ganzer Ausdruck sowohl in x wie in y, zugleich 
von der besonderen Art, dass die Summe der Exponenten 
von X und y in jedem Gliede gleich m — 1 ist, und zwar 
kommen hierbei sämtliche Zerlegungen von m — 1 in zwei 
natürliche Zahlen: {m — 1) + 0, (m — 2) + l> (^ — 3) + 2, ..., 
1 + (m — 2), + (m — 1) wirklich vor. 

Ein ganzer Ausdruck von x und y heisst homogen, 
wenn die Summe der Exponenten von x und y in jedem 
Gliede eine und dieselbe natürliche Zahl, gleich k ist, und 
zwar von der Ordnung k. 
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Damit drückt sich der Satz (IIa) in Worten so aus: 

IIa. „Der Quotient von y"* — x"** durch y — x 
ist ein ganzer homogener Ausdruck (m — 1)*®^ 
Grades in x, y, dessen Koeffizienten sämtlich 
gleich der Einheit sind." 

Für die Theorie der Analysis wird sich die Entwicke- 
lung (II) als die ungleich fruchtbarere erweisen; in der That 
wird sich zeigen^ dass das ihr zu Grunde liegende Gesetz 
mit gewissen Modifikationen auch auf andere mathematische 
Ausdrücke übertragbar ist. 

§ 7. Ganze Ausdrflcke und Funktionen. 

Tangente einer höheren Parabel. Teilbarkeits- 
eigenschaft einer ganzen Funktion von xi mehrfache 
Wurzeln derselben. Entwickelung einer ganzen 
Funktion von zwei Yariabeln. Partielle Ableitungen. 
Eulers Identitäten für ganze homogene Funktionen. 

Die binomische Entwickelung in der Gestalt (11) (§ 6) 
lässt sich unschwer ausdehnen auf ganze Ausdrücke (s. § 6, (4)): 

(1) G(x) ^ a^ + a^x + a^x^ + . . . + a^_iir"»-i + a„.a;«, 

wo die Koeffizienten a die Grösse x nicht mehr enthalten.*) 
Die neue Bezeichnung a,- lässt sofort erkennen^ dass Ui der 
Koeffizient von a^ ist: das Zeichen G soll daran erinnern, dass 
der Ausdruck ein ganzer ist, und das in Klammer bei- 
gesetzte Zeichen {x) soll aussagen, dass eben x die Basis 
der in (1) auftretenden Potenzen ist; bildet man also den 
Ausdruck (1) fiir eine neue Basis y = x -\-h, so hat man 
ihn mit G{i/) = G{x + h) zu bezeichnen. Um wiederum 
zwei Ausdrücke G{x) und G{x -^-h) mit einander zu ver- 
gleichen, ziehe man die Formel (la) von § 6 der Reihe nach 
für w = 0, 1, 2, . . ., m heran, nachdem man noch beide Seiten 
resp. mit aQ^ a^, a^, . . •> am multipliziert hat: 

*) Die a sind also entweder feste gegebene Zahlgrössen, oder 
aber selbst wieder Ausdrücke (z. B. ganze), in denen Grössen y, e, . ., 
vorkommen, die gleichfalls föhig sind, andere and andere Werte an- 
zanehmen. Derartige Ausdrücke können ancli trigonometrische, loga- 
rithmische etc. sein, wie sie in den nächsten Paragraphen behandelt 
werden. 
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Addiert man und ordnet rechts nach aufsteigenden Po- 
tenzen von h, so erhält man mit Rücksicht auf (1): 

(3) Gix + h) — G{x) 



+öi[ l«2a2 +2'3€^x + 3'4:a^x^+ 4:'ba^x^+'*»+m(m^l)a„^xf^^] 
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oder^ mit Einföhrung der Abkürzungen Gi(x) = G^, 
G^{x) = G,, . . ., G„,{x) = G„,: 



(I) G{x + h)-G(x)^hG^+'^G,+'^Gs + ... 

ti ml 

Das Bildungsgesetz der 6r,- lässt sich aus (3) ablesen. 

Man definiere^ als naheliegende Verallgemeinerung der 
Ableitung von cx*^ (§ 6, (III)), die Ableitung eines ganzen 
Ausdrucks in x, wie folgt (s. diese Sammlung Bd. 6, § 6): 

II „Unter der Ableitung eines ganzen Aus- 
drucks i*®^ Ordnung: &o +^i^ + ^2^^ + ••• +^*'^*^ 
wo die b von x frei sind, versteht man den 
ganzen Ausdruck (i — 1)*®"^ Ordnung: 

1 . 6i + 26,07 + 363^^2 -I 1- ibiO^-i^ 

der somit dadurch aus dem vorgelegten 
ganzen Ausdruck hervorgeht, dass man in 
ihm jedes Glied gemäss § 6 (III) durch seine 
Ableitung ersetzt.^^ 

Die Entwickelung (3) lehrt, dass G^ die Ableitung von 
G{x)= G== Gq ist, (tj die Ableitung von G^ . . ., Gi die 
von 6r,_i. Damit lautet das Gesetz von (I): 

III „In der binomischen Entwickelung (I) von 
G{x + h) nach aufsteigenden Potenzen von h 

ist der Koeffizient Gi{pS) von -rr die Ableitung 

des unmittelbar vorhergehenden 6r,_i(^); 
unter G^{pS) ist G{pS) selbst zu verstehen/' 

Oder kürzer, wenn man wiederum (s. § 6, V) Gi{x) als 
„i** Ableitung^' von G[p^ definiert: 

IV «Der Koeffizient Gi{x) von -rr in der Ent- 

Wickelung (I) von Cr(ir + A) ist diei*® Ableitung 
von G{pS)y 

Es wird nicht überflüssig sein, die Formel (I) för einen 
einzelnen Fall, etwa m»5, explicite vor sich zu sehen: 
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= Ä (lai+2a^x+ 3a^x^+ 4a^x^+ ba^x 

1.2a, +2-3asX + 3'Aa^x^+ i-ba^x^ 



+ -( 



+ -( 
+ -( 



1.2.3a3 +2'3'4a^x + 3'i'ba^x^ 
1.2.3.4a4 +2*3'A-ba^x 



1.2.3.4.5a, 



Von der binomischen Entwickelung (I) für ganze Aus- 
drücke gelangt man zu der des binomischen Satzes für Po- 
tenzen (§ 6^ (II)) als zu einem sehr speziellen Falle zurück^ 
wenn man ao = a^ = a, = . . . a^—i = und a^ = 1 nimmt. 

Soll die durch (I) geleistete Vergleichung von G(x + h) 
mit G{x) ihre Kraft äussern, so wird man, wie schon in 
§ 6 betont, für die Grössen x und h nicht zwei feste Werte, 
sondern der Reihe nach andere und andere Werte einsetzen 
(„substituieren^^); unter diesem Gesichtspunkt nennt man 
G{x) eine „ganze Funktion der Variabein ic" von der 
Ordnung m, x ihr „Argument", h einen „Zuwachs" 
(„Inkrement") von x. 

Von der binomischen Entwickelung III fiir ganze Funk- 
tionen G{x) soll zunächst die am Ende von § 5 in Aussiebt 
gestellte Anwendung auf die Bestimmung der Tangente einer 
„Parabel m^^ Ordnung": 

(4) y = G(x) = ttQ + tti X + a^x^ + , . . + a^^x"^ 

gemacht werden. 

Indem man, wie in § 5, 2 d, einen Punkt P(:r) der Parabel (4) 
mit einem zweiten Parabelpimkte ^ = ^(a;4-Ä)= Q[x^ ver- 
bindet, erhält man als Gleichung der verbindenden Sekante: 

(5) f(2/i — y) — ^(% —x)^ xy^ — x^y, 
oder mit Benutzung von (4): 

(6) i[G{x^ — G{x)] — rj(x, — x) ^xG{x^) — x^y 
= x{G{x;) — G{x)\ — y(x^ — x), 

oder auf Grund von(i), nach Abspaltung des Faktors ar^ — x^hi 
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(7) f[G, ix) + h{)]-f, = x[GAo^) + Ä< )] - y, 
WO der Faktor von h auf der rechten Seite von (I): 

h h^ Ä*~^ h^~^^ 

ö^i + 2] ^ä + 3] ^8 + • • • + -jr- Gr, + . . . + -— j- ff«» 

in (7) durch eine geschweifte Klammer angedeutet ist. Geht 
man jetzt zur Grenze limÄ = über, so konvergiert das 
Produkt aus h mit dem in der geschweiften Klammer 
stehenden Ausdruck gegen Null und es resultiert als Glei- 
chung der Tangente der Parabel m*®^ Ordnung (4) 
im Punkte P{x,y): 

(8) f} - y = ii - x)a^{x). 

Eine zweite Anwendung der binomischen Entwickelung (I) 
ffir ganze Funktionen G(x) resp. des BegriflFes ihrer Ab- 
leitungen möge auf die Algebra gemacht werden. 

Man nennt die durch Nullsetzen eines ganzen Ausdrucks 
G{x) hervorgehende Gleichung: 

(9) 0{x) = ao + a^^x + a^x^ + • • • + «m^ = 

eine „Gleichung m*®^ Ordnung (m*®"^ Grades) in einer 
Unbekannten a;". Eine solche Gleichung (9) stellt in 
Wirklichkeit eine von der Algebra erst zu lösende Aufgabe 
dar, nämlich solche Werte a, ß, . . . der Unbekannten x zu 
ermitteln, nach deren Einsetzung for x der Ausdruck (r 
identisch verschwindet. Solche Werte a, ß, ... von x heissen 
„Wurzeln" des Ausdrucks G{x) oder der Gleichung G{x)^0 
(s. diese Sammlung Bd. 6, Abschn. VII, X). 

Es lassen sich aber, ohne diese Wurzeln von G(x) zu 
kennen, fundamentale Sätze über den Zusammenhang zwischen 
G{x) und den Wurzeln aufstellen, von denen einer hier ab- 
geleitet werden soll. 

Es seien zunächst x und a zwei ganz beliebige Werte, 
so ist nach (I): 



(10) Gix)—Gia)~{x—a) 



Gi{a)+^^^G,{a) 



+ o, G^{a) + ...+^ — f G,n{a) 

öl mi 

wo der Faktor von x — a rechterhand wiederum eine ganze 
Funktion von x (wie von a), und zwar von der Ordnung 

W. F r. M e y e r , Differentialrechnung. 5 
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m — 1 ist. Wie in dem besonderen Falle § 6, p. 60, bedienen 
wir uns der Ausdrucks weise: 

„Die Differenz G(x) — G{a) ist für be- 
liebige Werte von x und a durch die Diffe- 
renz X — a teilbar." 

Aus (10) ergiebt sich dann sofort, dass der Ausdruck 
G{x) selbst dann und nur dann durch x — a teilbar ist, 
wenn 6r(a) ^ 0, d. h. wenn a eine Wurzel von G{x) ist: 

„Das Kriterium für die Teilbarkeit eines 
ganzen Ausdrucks G{x) durch eine Differenz 
X — a besteht darin, dass a eine Wurzel von 
G{x) ist." 

Man kann daher den BegriflF einer Wurzel von G(x) 
auch dahin definieren, dass G{x) durch x — a teilbar sein 
soll. Diese Definition lässt sich unmittelbar auf „mehr- 
fache Wurzeln" von G{x) ausdehnen: 

„a heisst eine v-fache Wurzel von G{x) 
dann und nur dann, wenn G{x) durch die v*®, 
aber keine höhere Potenz von x — a teilbar 
ist." 

Diese Definition einer r-fachen Wurzel von G{x) lässt 
sich vermöge (10) in ein zweckmässigeres Kriterium überföhren. 
Es sei a zuvörderst eine Wurzel von G{x), i. e. 6r(a) =0, 
so ist also: 

(11) ff(^) = (a;-a)[ö,(a)+^^G,(a)+fc^ (3^3(0)+... 



(x — a)"*—^ 
m! 



4- ^-^~T G^m(«)]. 



Soll nun a eine Doppelwurzel von G{x) sein, d. h. G{x) 
gerade durch die zweite Potenz von x — a, mithin der 
Faktor von x — a auf der rechten Seite von (11) durch 
X — a teilbar sein, so ist dies dann und nur dann der Fall, 
wenn G^{a) = ist: 

„Das Kriterium für eine Doppelwurzel 
(und keine höhere Wurzel) a von G{x) besteht 
darin, dass G(x) und G^ix) eine gemeinsame 
Wurzel a besitzen, die aber nicht auch Wurzel 
von G^{x) sein darf." 
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Fährt man so fort, so gelangt man ohne Weiteres zu 
dem allgemeinen Satze: 

,,Das Kriterium dafür, dass a gerade eine 
r-fache Wurzel des ganzen Ausdrucks G{x) 
ist, lässt sich dahin ausdrücken, dass Q(x) 
nebst den ersten v — 1 Ableitungen eine ge- 
meinsame Wurzel a besitzen, die aber nicht 
auch Wurzel der v^^ Ableitung von G(x) sein 
darf/^ 

AJs einfachste Beispiele seien die Fälle m = 2,3 an- 
geführt. 

Sei erstens (in etwas anderer Schreibweise): 

(12) 0(x) = x^ + 26a: + c, (?i(a;) = 2(x + b). 

Da Gj^{x) nur die eine Wurzel a = — 6 hat, so muss, 
falls G{x) eine Doppel wurzel haben soll, G{ — 6)==0 sein, d.i. 

(13) h^ = 2b'b + c = c — h^^0. 

Das stimmt mit den bekannten elementaren Sätzen über 
quadratische Gleichungen G{x) ^ x^ + 2bx + c = überein 
(s. diese Sammlung, Bd. 1 § 27). Denn da identisch: 

(14a) G(x) = x^ + 2bx + c = (x + by + (c — b^)y 

so können die zwei Wurzeln von G{x) ^=0 dann und nur 
dann zusammenfallen, wenn c — b^ ==0. Das nämliche geht 
aus dem expliziten Ausdruck der beiden Wurzeln a, ß einer 
quadratischen Gleichung G{x) = 0i 

(14b) |«=.-.j + yjr=r^ 

hervor. Man nennt 6^ — c die „Discriminante" des qua- 
dratischen Ausdrucks G{x)y oder auch der quadratischen 
Gleichung G{x) = 0. 

Sei zweitens, für m = 3, G(a;) = in der sogenannten 
,preduzierten" Form (auf die man eine Gleichung 3. Ordnung 
stets bringen kann, s. diese Sammlung, Bd. 6 § 111) vor- 
gelegt: 

(15) G{x) = x^ — 3px — 2^ = 0. 
Dann ist: 

(16) G{x) = x^ — 3px — 2q, G^{x) = 3{x^ —jp). 

6* 
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G^{x)='0 hat nur die beiden Wurzeln a, ß ^ j^ip; soll 
also ior eine der beiden auch G{x) verschwinden^ so muss: 

(17) ±)(pCi^-3i?) = 2? 

sein, oder, wenn man quadriert und den Faktor 4 hebt: 

(18) p9 — q2^ 0. 

Das ist in der That das in der Theorie der Gleichungen 
3. Ordnung abgeleitete Kriterium*) fiir eine Doppel wurzel 
einer reduzierten Gleichung 3. Ordnung. Man nennt p^ — q^ 
deren „Discriminante'* (s. diese Sammlung^ Bd. 6 § 80). 

Es werde auch noch das Kriterium für eine dreifache 
Wurzel einer Gleichung dritter Ordnung in Betracht ge- 
zogen. Letztere sei in der allgemeinen Gestalt vorgelegt, 
dann ist: 

G(x) = x^ + 36^2 + 3cx + d^0, 

(19) « Gj^ix) = 3{x^ + 2bx + c), 
\G^{x) = 6{x + by 

Soll die Wurzel — b von G^{x) zugleich eine Wurzel 
von G^{x) und G{x) sein, so hat man: 

(20) c— &2_o, 263 — 3&c + d=26(62 — c) + (d— 6c) = 0. 

Mithin ist das Kriterium einer dreifachen Wurzel von 
G{x) ausgedrückt durch das gleichzeitige Bestehen der beiden 
Relationen : 

(21) 62 _ e, d = 6c, 

oder auch, mit Einsetzung des Wertes von c aus der ersten 
Relation in die zweite: 

(21a) 62 =c, 63 = d. 



*) Umgekehrt, wenn die Bedingung (18) erfüllt ist, so hat man 
entweder q = -{- p^fp, oder q = — pVp- Im ersten Falle wird: 

G{x) = aj» — Spx — 2py^= (x + VpY (x — sVp), 
im zweiten: 

Q{x) = «» — Bpx + 2jp}5"= (x - Ypy (x + 2Vp); 

d. h. im ersten Falle hat die Gleichung ^(a;) = die Doppelwnrzel 
— Vp und die einfache Wurzel 2}^ im zweiten dagegen hat G{x) = 
die Doppelwnrzel + Vp ^^d die einfache Wurzel — 2}^ 
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In der That geht (19), sobald die Gleichungen (21a) er- 
fallt sind^ über in: 

G{x) = x^ + 3hx^ + 3¥x + b^ = {x + by. 

Wir kehren jetzt zTwück zur binomischen Entwickelung (I) 
und versuchen, sie auf ganze Funktionen G{x^y) von 
zwei Variabein auszudehnen (s. diese Sammlung, Bd. 6 § 7). 
Es sei, nach aufsteigenden Potenzen von Xy y angeordnet: 

G{x,y) = aQ+ ((h^ + \y) + {a^x'^ + l^xy-\-c^y^) 

(22) ^{a^x^^\x^y + c^xy^ + d^y^)-\-,.. 

n heisst die Ordnung von G. Es mögen die Variabein 
X, y je einen (positiven oder negativen) Zuwachs h resp. k 
erleiden, dann ist die Aufgabe, G{x-{-h, y + k) nach Po- 
tenzen von hf k zu entwickeln, derart, dass die Koeffizienten 
h und k nicht mehr enthalten. 

Indem man G{x, y + k) zuvörderst als ganze Funktion 
von X allein auffasst [deren Koeffizienten zwar selbst ganze 
Funktionen von y + k sind, aber x nicht mehr enthalten] 
und demgemäss auf Grund von (I) nach ansteigenden Potenzen 
von h entwickelt, kommt: 

(23) G{x + h,y + k)==G{x,y + k)+hG^{x,y + k) 

+ j.Gi{x,y + k) + ... 

Nunmehr werden die Ausdrücke: 
G{x,y + k)y G^{x,y + k), G^ix^y + k), ..., Gn{x,y + k) 

als ganze Funktionen von y allein aufgefasst, und somit, 
gemäss (I) — unter Berücksichtigung der abweichenden Be- 
zeichnungen — nach ansteigenden Potenzen von k entwickelt. 
Damit ergiebt sich aber die Notwendigkeit, den Prozess der 
Ableitung von G sowohl in Bezug auf x, wie in Bezug auf 
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y in Betracht zu ziehen und für die so entstehenden Bil- 
dungen geeignete Zeichen einzufuhren. Es sei Gx^i/^ irgend 
ein Glied von G{Xy y\ Die r*® Ableitung von Caf^ in Be- 
zug auf X ist nach § 6, HI — V: 

(7i(i— l)(i — 2)...(i — r+l)^"-V 

(also für r > i gleich Null) und die Summe aller dieser Glied- 
Ableitungen ist die r*® Ableitung von G{Xy y) selbst in Bezug 
auf X. Führt man darauf den Ableitungsprozess s-mal in 
bezug auf y aus, so liefert das ursprüngliche Glied Cx^i^ 
den Beitrag: 

(24)(7i(i-l)(i~2)...(i--r+l)Ä;(*-l)(Ä;~2)...(*-~s+l)^r^y^^ 

„Die Summe aller so entstehenden Glieder 
(24) wird definiert als die (r + s)*® [partielle], 
r-mal nach x, s-mal nach y genommene Ab- 
leitung von G(Xyyy^ 

Ein Blick auf (24) lehrt aber sofort, dass es ganz gleich- 
gültig ist, in welcher Reihenfolge die einzelnen r + s Ab- 
leitungsprozesse vorgenommen werden, wenn nur im ganzen 
r-mal nach x, s-mal nach y abgeleitet wird. Da der Beweis 
för ganze Funktionen von mehr als 2 Variabein offenbar 
ganz analog ist, so können wir den allgemeinen Satz aus- 
sprechen: 

„Bei partiellen Ableitungen von ganzen 
Funktionen mehrerer Variabein ist es für 
das Ergebnis gleichgültig, in welcher Reihen- 
folge die einzelnen Ableitungsprozesse vor- 
genommen werden." 

Es empfiehlt sich, das Resultat der r-maligen Ableitung 
von G{Xy y) nach x und der darauf folgenden s-malig€^n Ab- 
leitung nach y mit Gr^s[Xyy) = Gr^s zu bezeichnen; somit ist 
auch das frühere Zeichen Gr fiir die r*® Ableitung von G 
nach X allein jetzt durch Gr^o zu ersetzen, und entsprechend 
ist 6fo,fi die s*® Ableitung von G nach y allein. Da nach 
obigem ö,,« aufgefasst werden kann als die s*® Ableitung 
von Gr^o nach y, so erhält man der Reihe nach für die 

h h^ h^ Ä" 

Koeffizienten von Ä^ — , ttt, in» . . . — ; gemäss (I): 

1 2! Sl w! ° 
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1 



h^ Tc^ Tc^ jb** 

G (:r,y+A)=G^o,o+*öo,i+H^öo,2+^Go,8+7iöo,4+...+-^ Go,» 



(25)i 



Z.2 Z.8 Jfc»*— 1 



Ä» 



3! 



Jr 



&**-» 

(^^I 



• • 



Ä- 



l»! 



• • 



• • 



ö„(«,y+*)= ö, 



n, 0« 



Multipliziert man diese Identitäten successive gemäss 

(23) auf beiden Seiten mit 1, Ä, — ,, tts . . ., — ; (wie es in 
^ ^ 2! 3! n\ ^ 

(25) links angedeutet ist)^ und addiert ^ so kommt nach ge- 
eigneter Zusammenfassung für die gewünschte Entwickelung von 
G{x -\-hf y + Je) nach ,,aufsteigenden^^ Potenzen von h und i: 

(n)G(x+h,y+]c) 
= G^o,o+(AGi,o+*öo,i) 

+^(Ä«G^8,o+3A2*G2,t+3Ä*2Gt,,2+*3G^o,8) 
+^{h^G4.o+4:h^kGs,i + ^h^Jo^G2,2+^^ 

+ : 
+ : 

+-^(Ä"G'„,o+WiÄ"-'*G'^M+WjÄ"-***G'«-»,«+«8Ä""'*'G^»-8,« 

+...+A"G^o,«)- 
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Kürzer lässt sich das in (II) explicite entwickelte Gesetz dahin 

ausdrücken: 

„Ist Cr{x, y) eine ganze Funktion n^^ Ord- 
nung von X und y, und fasst man G{x-\-hy y-\'lo) 
als ganze Funktion w*®' Ordnung von h und Tc 
auf, so ist der Koeffizient von ä*'ä^ gleich 

(^. (^ + *)' ^''' = (7T^ (*■ + *)• ^-'"^ ^° 

(r 4- s)r = (^ + s)g den r*®^, zu r + s gehörigen 
Binomialkoeffizienten bedeutet." 

Eine analoge Entwickelung findet im Falle von mehr 
als 2 Variabein statt; wir kommen später darauf von all- 
gemeinerem Gesichtspunkt aus zurück. Wir schliessen diese 
formalen Erörterungen über ganze Funktionen ab, indem wir 
noch einige wichtige, von Euler stammende Identitäten 
zwischen einer ganzen homogenen Funktion und ihren par- 
tiellen Ableitungen herleiten. 

Die ganze Funktion G(%, x^, . . ., Xn) der w Variabein x^ , 
X2, • . -9 ^n heisst homogen, und zwar von der Dimension m, 

wenn in ledem Gliede Cx*^x^x*^ ... x*^ von 6f die Summe 

•f 1 2 8 n 

der Exponenten % + ^2 + *s + • • • + *« gleich m ist. Die 
ersten partiellen Ableitungen von G resp.nach x^^, X2f x^ ..., Xn 
mögen jetzt lieber mit Gr^x^y Cr^j öj^ . . •> Gx^ bezeichnet sein. 

Diese Ableitungen sind für das bezeichnete Glied der Reihe 
nach folgende: 



(26) 









«1^*1^^— 1 Jn n nJi-J^Jt ^•n— 1 



3 \j X^ X^ X^ . . . X^ , . , .yi/nUX^ X^ X, 



Z '" ^n 



Multipliziert man sie resp. mit x^, x^y x^y . . ., x^ und 
addiert, so ergiebt sich: 

(27) {H+i2+h+ ...+in)Cx'lx'lx'l.,,x'-^mCx'lx'lx^ 

Verfährt man so mit jedem einzelnen Gliede von G 
\ und bildet wiederum die Summe, so erhält man den 
„Eul er sehen Satz fär ganze homogene Funktionen": 

(III) x^G'x, + X2G'x, + x^G'x, + . . . + XnG'x^ = mGy 

d h.: 

„Multipliziert man jede der ersten par- 
tiellen Ableitungen einer ganzen homogenen 
Funktion mehrerer Variabein von der Di- 
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mension m jeweils mit der Variabein, nach 
der die Ableitung genommen ist, so ist die 
Summe dieser Produkte identisch gleich 
der mit der Dimension m multiplizierten 
Funktion." 

Der Satz lässt sich sofort auf höhere partielle Ab- 
leitungen von G ausdehnen. Man bezeichne die zweite 

Ableitung von G nach Xi und Xk mit G^^xj^ = G^^«,-. Wendet 
man die Formel (III) auf jede der ganzen homogenen Funktionen 
Gx^ von der Dimension m — 1 an, so entsteht: 

(28)Fl ^S «, +«. G^^ :^+a'8 Ö^^ «.+ • • . +^«<^^«W = (»»— 1) ÖJ^ , 



^1 "^a?„, xi~r^2 ^x„,Xi'\-^S ^«w»^ "T • • • + ^M ^a;„, x„^=V^ 1) ^„ • 

Multipliziert man diese Identitäten resp, mit XifX2,x^,.,,Xn, 
und addiert, so kommt auf Grund von (III): 

"T" • • • "T" 2 ^8 '^n^x^x^ 

+ : 



oder in abgekürzter Bezeichnung: 






(Illa) 



V ^x^xtG^U = *n(m - 1)(?, 



i k 



wo die beiden durch 2 angedeuteten Summen derart aus- 
zuführen sind, dass jeder der beiden Indices i, Je die Werte 
von 1 bis n einmal durchläuft. 

Die Erweiterung auf höhere partielle Ableitungen bietet 
keine prinzipielle Schwierigkeit. 
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n. Kapitel. * 

Differentialquotienten der elementaren 

Funktionen. 

§ 8. Stetigkeit einer ganzen Funktion yon einer resp. 
zwei Yariabeln. Differeiizenquotient und Differential- 
quotient einer Funktion einer Yariabeln. 

Bei Gelegenheit der BehandluDg der Tangente einer 
höheren Parabel (§ 7 (8)) haben wir bereits von einer Folgerung 
aus der binomischen Entwickelung (§ 7 (I)) einer ganzen 
Funktion G(x) Gebrauch gemacht, die jetzt genauer unter- 
sucht werden soll. Aus (I): 

(I) G{x + h)-G{x)^hG,{x) + '^G,{x) 

ergab sich unmittelbar, dass die linke Seite G(x + A) — G(x) 
bei beliebig abnehmendem h unter jede Grenze sinkt, da 
dies mit jedem Gliede der rechten Seite, also auch mit der 
rechten Seite selbst der Fall ist. Man kann aber genauer fragen: 
Wie klein muss h gewählt werden, damit sich der absolute 
Wert I G(x-\-h) — G(x) \ der linken Seite von (I) unter einer 
vorgegebenen, beliebig kleinen (positiven) Grösse rj befindet? 
Es sei Ä zunächst positiv angenommen. Falls nicht 
etwa im besonderen für irgend einen gegeben gedachten Wert 

von X die Grossen G^ixu ' , , ° , , . . . z — alle em- 

^ 2! 3: n\ 

ander gleich werden, wird einp von ihnen, absolut genommen, 
den grössten Wert besitzen. Wird der letztere mit M be- 
zeichnet, so hat man: 

(1) \G{x + h) — G{x)\*)£^Mh{l+h+'h'^+ ... +Ä«-i) 

< Mh- =-. 

= 1 — k 



*) Der absolute Wert einer Grösse wird durch zwei, die Grösse ein- 
schliessende senkrechte Striche bezeichnet. Nach der Arithmetik (s. diese 
Sammlung Bd. 5) ist der absolute Wert einer Summe von zwei oder 
mehreren Grössen nicht grösser als die Summe der Absolutwerte der ein- 
zelnen Glieder, und der absolute Wert einer Differenz von zwei Grössen 
nicht kleiner als die Differenz der Absolutwerte der beiden Grössen. 
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Nahmen wir bereits h, also auch h^ kleiner als Eins an, 
so gilt umsomehr: 

(2) \Q{x + h)-G{x)\<:^. 

Soll also die linke Seite von (2) kleiner als ri ausfallen, 
so tritt das sicher ein, wenn die rechte Seite von (2) kleiner 
als ri gemacht wird: 

(3) J-— ^ <ri i. e. Mh<ri — rih i. e. Ä < j^^ . 

Hat man einen solchen Wert von h gewählt, so ist für 
jeden noch kleineren Wert von h die Ungleichung (3) um 
so mehr erfüllt. 

Wäre dagegen h negativ, so hätte man nur h durch 
seinen absoluten Wert zu ersetzen, um zu demselben Er- 
gebnis zu gelangen. 

In Analogie mit der Erklärung der Stetigkeit von c^ 
(§ 2, m) sagen wir: 

„Eine ganze Funktion G(x) ist eine stetige 
Funktion ihres Argumentes.*' 

Im speziellen ist also auch eine Potenz ic" bei festem 
(positiv-ganzzahligen) Exponenten und variabler Basis x stetig, 
während in § 2 gerade umgekehrt a* bei fester (positiver) 
Basis und variablem Exponenten als stetig nachgewiesen 
wurde. Um den Unterschied in der Auffassung der beiden 
Bildungen ar", a* hervortreten zu lassen, nennen wir die 
erstere von jetzt ab eine „Potenz" (mit natürlichem Ex- 
ponenten), die letztere eine „Exponentialfunktion*^ 

Die Eigenschaft der Stetigkeit von G(x) kann auf Grund 
von (II), § 7 auf ganze Funktionen G{x, y) von zwei Variabein 
erweitert werden. 

Wenn gleichzeitig h und h gegen Null konvergieren, 
thut das auch die ganze rechte Seite von (II), § 7, und damit 

die linke. Soll andererseits G{x + Ä, y + ^) — G{x, t/) ^ V 
werden, wo rj wiederum eine (positive) beliebig kleine, vor- 
gegebene Grösse ist, so nennen wir M den grössten der 

absoluten Werte aller Bildungen 7 — ■ — r-, 6r,. « . Wird dann 

° [r -\- s)i ' 

zunächst h, k positiv angenommen, so folgt aus (II), § 7: 
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{A)\Gix+h,y+k)-Gix,y)\<M{h+k){l+{h+k)+{h+ky+...+ih+ky^^} 

Für Ä + Ä < 1 gilt also um so mehr: 
(5) \G{x^-h, yJ,k-G{x,y)\ < ^J'^^Xy 

und es wird die linke Seite von (5) sicher kleiner als 17, 
wenn ,_., . ,. 

gewählt wird. Im Falle Ä oder ä; oder beide negativ sind, 
ersetze man sie durch ihre absoluten W erte. Somit haben wir: 

,^Eine ganze Funktion G(Xy y) von zwei 
Variabein ist eine stetige Funktion der- 
selben^ d. h. man kann stets zwei solche Zu- 
wüchse (Inkremente) Ä, h von Xy y angeben, 
dass für sie — und um so mehr für alle Zu- 
wüchse (Inkremente), deren absolute Werte 
unter denen von Ä, Tc liegen — der absolute 
Wert von G{x + Ä, y + k) — G{x, y) unter einer 
vorgegebenen beliebig kleinen (positiven) 
Grösse yj liegt.*^ 

In derselben Weise konnte man zu drei und mehr 
Variabein aufsteigen; wir kommen später darauf zurück. 

Die vornehmste Frage, die sich nunmehr erhebt, ist die, ob 
es auch fär andere mathematische Ausdrücke oder Funktionen 
f{pc) von Xy als die ganzen, Entwicklungen von der Art (1) giebt. 

Zunächst ist leicht zu erkennen, dass eine für alle Werte 
von X und h gültige Entwicklung für f{x + h) von dem 
Charakter der Entwicklung (I), d. h. eine solche, die mit der 
^ten Potenz von h abbricht, während die Koeffizienten der 
Potenzen von h die Grösse h nicht mehr enthalten, ausschliess- 
lich für ganze Funktionen einer Variabehi statt haben kann. 
Denn man braucht nur ä; = zu setzen, um fQi) als ganze 
Funktion n^^ Ordnung von h zu erhalten, deren Koeffizienten h 
nicht mehr enthalten. 

Dagegen wird man, nach dem Muster der unbegrenzten 
geometrischen Reihe (§ 2, Ha), fragen dürfen, ob nicht for 
irgend eine Funktion f(x)y wenigstens bei gewissen Ein- 
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schrankungen der Intervalle von x und h, eine Entwicklung 
von der Art gelten wird: 

(II) f{x + h) = f,{x) + hUx) + ^f,{x) + ... 

WO die Koeffizienten der Potenzen von h endliche Ausdrücke 
sind, die nur noch x enthalten^ während n so gross ge- 
nommen werden kann, dass sich der „Rest" Itn(x, h) für alle 
in Betracht kommenden Werte von xundh, absolut genommen, 
unter einer vorgeschriebenen, beliebig kleinen (positiven) 
Grösse rj befindet? 

Gesetzt es gäbe ein derartiges Gesetz (II), so hätte man 
damit ein weitreichendes Mittel gewonnen, beliebige „Funk- 
tionen" von X (d. h., wie wir vorläufig erklären, mathematische 
Ausdrücke, in denen eine veränderliche Grösse x vorkommt), 
nicht nur praktisch fiir irgend welche Werte des Argumentes x 
zu berechnen, sondern auch die tiefereu Zusammenhänge zwi- 
schen den, verschiedenen Werten von x entsprechenden Werten 
des Ausdrucks f zu erforschen. 

Indessen werden der Lösung dieses allgemeinen Problems 
die von gewissen Hilfsaufgaben vorangehen müssen. 

Gesetzt, in der binomischen Entwicklung (1) einer ganzen 
Funktion G(x) wüsste man von den Koeffizienten der ein- 
zelnen Potenzen von h nur, dass sie h nicht mehr enthalten 
und, wenigstens für ein gewisses Intervall von x, endlich 
bleiben, d. h. absolut genommen, eine fesi^egebene (positive) 
Zahl ilf nicht überschreiten. Dann braucht man nur A = an- 
zunehmen, um zu sehen, dass der Koeffizient von h^ mit G{x) 
übereinstimmt. Um weiter den Koeffizienten von h^ zu er- 
mitteln, kann man sich des nämlichen Grenzverfahrens be- 
dienen, das dem oben beim Nachweise der Stetigkeit von G{x) 
eingeschlagenen Wege zu Grunde lag. Zu dem Behufe 
schreiben wir die gedachte Entwicklung in der Gestalt: 
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(7a) ^(^±J^j^im_GA^) = h{^ + h^ + ... 

ni } 

Wir können jetzt wieder h so klein wählen, dass für 
den gewählten und a fortiori für jeden, absolut noch kleineren 
Wert von Ä, der absolute Wert der rechten Seite von (7 a) 
unterhalb einer vorgeschriebenen (positiven) Grösse d von 
beliebiger Kleinheit bleibt. Denn für ein positives Ä (< 1) 
ist der in Rede stehende Wert ^ M(h + A^ + . . . + Ä"-i) 

i. e. < T y wo M der gröfste der absoluten Werte von 

GJx) GAx) GJx) j 1. 1 X j 1. j- 

^; , —rrr^, . . ., — V^, und es braucht daher, um die 
21 o\ ni <D 

gestellte Forderung zu erßillen, nur h < gewählt zu 

werden. Hier ist der absolute Wert von h einzusetzen, falls h 
ursprünglich negativ war. 

Somit ist för ein beliebig abnehmendes h der Grenzwert 
der rechten Seite von (7a) gleich Null, d. i. der von 

nutzung der in § 5 (I) eingeführten Schreibweise: 

/TTT\ 1- G(x-\-h) — G{x) ^ . 
(III) hm — ^^ — ■ — {r ^-^ = G^\x) . 

„Damit ist aber die Ableitung Gi(x) einer 
ganzen Funktion G(x) in einer neuen, ver- 
allgemeinerungsfähigen Gestalt festgelegt^' 

Da wir ferner in § 7 EU gesehen haben, dass G^{x\ G^{x) ... 
die successiven Ableitungen von G^{x) waren, so lässt sich 
unmittelbar folgern, dass: 



^^G.i- + V)^-GM^a^^,^^ 



Ä = 



(™«) u. ^»(^+^)-^.(^) , a,i.) u. s. f. 



A = 



h 



ist. Es lässt sich nun erwarten, dass analoge Ergebnisse 
auch für die Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von h 
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in der allgemeinen Entwicklung (11) far eine beliebige Funktion 
gelten werden. 

Damit werden wir zuvörderst zu der Aufgabe gedrängt, 
der Reihe nach für anderweit schon bekannte Ausdrücke f{x), 
in denen eine variable Grösse x vorkommt — wie z. B. sin x, 
cos X, tga;, cotg^r, oc^ (mit beliebigem Exponenten n\ a^, Iga?, 
denen sich weitere von selbst anschliessen werden — die 
durch die linke Seite von (III) angezeigte Grenzbildung näher 
zu untersuchen. Wir gehen also aus von dem Quotienten: 

,Tv^ f{^+h)-nx) 

^^^^ h 

d. h. wir vergleichen die „Aenderung" h des Argumentesa? 
mit der zugehörigen Aenderung f{x -\-h) — f{x) der Funktion, 
und suchen sodann dessen Grenzwert — falls er überhaupt 
existiert*) — für lim Ä = zu ermitteln: 

(V) lim^-^ 1 L^-^=^f^{x). 



A = 



h 



Es wird sich zeigen, dass der Grenzwert (V) — und das 
ist ein weiterer innerer Grund seiner Wichtigkeit — fast 
stets ein einfacheres Gesetz befolgt, als die Bildung (IV). 

Die Bildung (IV) nennt man den „Differenzen- 
quotienten** der Funktion f(x) für das Argument x und 
den Zuwachs A, die Bildung (V) die „Ableitung*^ oder den 
„Differentialquotienten von f(x) nach o^' für den 
Wert x; der in (V) vorgenommen gedachte Grenzprozess 
heisst Prozess des „Differenzierens" oder der „Diffe- 
rentiation von y = f(x) nach o; und wird kürzer mit einem 
Accent bezeichnet i/ = f(x) — gesprochen: „^-Strich gleich 
/-gestrichen-ic" oder „y-Strich gleich /-8trich-ip". 

Da die so definierte Ableitung von f(x) für den Fall 
einer ganzen Funktion G(x) = üq + a^x + a^x^ + . . , + amX*^ 
mit der früher definierten (§ 7 II) zusammenföUt, so haben 
wir als erstes Ergebnis: 



*) Geometrisch wird die Frage, nach dem Muster der TJnter- 
Buchung über die höhere Parabel (§ 7), auf die Bestimmung der Tan- 
gente einer beliebigen ebenen Kurve in einem ihrer Punkte hinaus- 
kommen (s. den dritten Abschnitt, Kap. I). 
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„Die Ableitung (der Differentialquotient) 
einer ganzen Funktion m*®^ Ordnung: 

ist die ganze Funktion (m — 1)*®^ Ordnung: 

G'{x) «= Gj^{x) == a^ + 2a2X + 3a^x^ + . . . + mamX^—^, 

also im besonderen für eine Potenz G{x) = a^ 
ist Gi(x) = mx 



§ 9. Die Ableitungen (Differentialquotienten) der 
trigonometrischen Funktionen. 

Nächst der Potenz a?"* (mit natürlichem Exponenten) sind 
die in der elementaren Mathematik am häufigsten auftretenden 
Funktionen die trigonometrischen sin x, cos x, tg x, cotg x. 
Das Wort „Funktion" wird dabei wiederum in dem Sinne 
verstanden, dass x als ein veränderlicher Winkel (i. e. Bogen 
des Einheitskreises s. § 5) aufgefasst wird. Wie leicht zu 
erkennen^ sind die nachfolgenden Rechnungen durch die Be- 
handlung der geometrischen Tangentenau%aben ffir Ellipse 
und Hyperbel in § 5 vorbereitet und stellen eigentlich nur 
eine andere Fassung der dortigen Entwicklungen dar. Um 
also die Differenz zweier Sinus -Werte sin(a; + A) und sin a? 
mit der Differenz h der Argumente zu vergleichen, bilden 
wir den Differenzenquotienten: 

.. . sin (a; + Ä) — sin x 

^ ^ h • 

Es handelt sich darum, in (1) zur Grenze lim Ä = über- 
zugehen. Wir überzeugen uns zunächt von der „Stetigkeit" von 
sin X in dem in § 8 festgesetzten Sinne^ dass also der absolute 
Wert von h stets so klein gewählt werden kann, dass der absolute 
Wert der Differenz sin (x + h) — sin x, d. i. des Zählers von (1), 
ffir den gewählten Wert von h und um so mehr für jeden 
absolut noch kleineren Wert kleiner ausfeilt, als eine vor- 
gegebene (positive) Grösse rj von beliebiger Kleinheit. 

Man fiihre, wie in § 5, halbe Winkel ein, so wird: 

(2) sin (x -{-h) — Binx^2 sin — cos (a? + — 1 \ 
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Ä werde zunächst positiv angenommen. Da der absolute 
Wert von cos (a? + — 1 höchstens gleich Eins werden kann, 
so hat man zunächst: 

(3) |sin (x-{-K) — sin ir| < 2 sin — . 

In § 5 (2) zeigte sich, dass bei abnehmendem — auch 
sin— abnimmt, dass aber stets sin:^ < ^ bleibt. Also geht (3) 

aber in: 

(4) |sin {x -\-}i) — sin x\ < h. 

Man hat demnach nur h selbst kleiner als r} zu wählen, um 
die linke Seite von (4) unter 1} herfinterzudrücken. Ist da- 
gegen Ä negativ, = — Ä^, so kommt in gleicher Weise: 

(3a) |sin(a; — ÄJ — 8inii;| ^ 2 sin^ < \y 

und man hat nur Tn^ d. i. den absoluten Wert von A, kleiner 
als Yi zu machen, um das nämliche Ziel zu erreichen. Also 
gilt: 

„Der Sinus ist für jeden Wert seines Ar- 
gumentes eine stetige Funktion". 

Aus (2) folgt durch Division mit A: 



sin (x -\-'H) — sin x) 2 sin 2 cos Vr + 



A / Ä\ 
in 2 cos W + 2/ 



(5) 



A 




Nun konvergiert nach § 5 (I) für lim A = der Bruch 



sin 2 



T— gegen Eins, andererseits cos(a; + — 1 gegen cos a?, so- 

2 

mit gilt: 

W. F r. M e y e r , Differentialrechnung. 6 
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.XV |. sin (x + h) —' sinx . , 

(I) hm ^^ =^ = sm'iP = cos x. 

oder in Worten: 

j wDer Differentialquotient des Sinus ist 

für jeden Wert des Argumentes der Cosinus*'. 

Man kann aber wiederum genauer nach dem Fehler 
fragen^ den man begeht, wenn man für irgend ein, wenn 
auch noch so kleines A, den Differenzenquotienten: 

sin (^ + Ä) — sin x 



durch den Differentialquotienten cos x ersetzt. Da sich hier- 
für die rechte Seite von (5) nicht eignet, bringen wir den 
Zähler der linken Seite von (5) auf eine andere Form^ b^ 
der die halben Winkel erst an einer späteren Stelle ein- 
geföhrt werden. Nach § 5 (18a) ist: 

, sin (x + h) — sin a; =« sin x cos h + cos a; sin Ä ^. sin x 
^ = sinrr (cos A — 1) + cosa; sinA, 

also nach Division mit h: 

.„. sin te + A) — sin rc . cos h — 1 . sin ä 

(7) — ^ j^ = sm ic — — T h cos a; -^ — . 

^ ^ h h h 

Dass man auch von dieser Gestalt des Difierenzen- 
quotienten aus ffir lim A == zu (I) gekngt, ist leicht zu 

sehen. Denn einmal ist wiederum lim — r— =1, anderseits 

Ä=o A 
ist nach § 5 (18): 

(8) cobA— 1^ 2sin2|, 

somit kommt: 

sin- 
.^. ,. sin(a; + A) — sin^r . ,. . A ,. 2 

(9) lim ^^ ^ = — sm ;r • lim sm ^ • lim — ^— 

2 

,. sinA 
+ cos X lim — T— = cos j?. 

AsO A 
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Nunmehr untersuchen wir auf Grund von (7), (8) die 
Differenz zwischen dem Differenzenquotienten: 

sin (x + h) — sin x 
h 

und dem Differentialquotienten cos;r: 

8m(x-^h)—smx 8inir(l— cosÄ)+cosic(Ä— sinÄ) 

cos •*/*"" ^ ^=^ -, 

h h 

= sina;'— =^^ — sin— +C08a;ll j—L 

2 

Zunächst werde x als ein Winkel im ersten Quadranten 
angenommen, also sin x und cos x positiv; h sei ebenfalls ein 

• 7 

Winkel des ersten Quadranten. Da dann —j— positiv und < 1, 

so sind die beiden Glieder rechter Hand von (10) positiv. Um die 
rechte Seite von (10) unter eine vorgegebene (positive) Grösse rj 
herunterzudrücken^ ersetzen wir sie durch etwas Grösseres, 
in dem j^ in einfacherer Gestalt auftritt. Zunächst wird das erste 

Glied der rechten Seite von (10), sin x » —j— • sin — dadurch 

2 
. Ä 

v»g.6«ert, a» ™. ^ d«^ Bin,, and A» dn^i. I 

2 
ersetsst: 

in- 
(11) sm X • , . sm — < — sm x^ 

2 

In § 5 (10) war nachgewiesen, dass: 
,^^^ sinÄ ^ Jh . sinA ^ ^h 

<i2) 'x'^'^® 2 '•^- — ir'^'^ '^ 

6* 
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iBiy somit ist auch: 

(12a) 1 _ ^ < 1 — cos^l < (l - cosi) (l + cos 

<2.sin2|(l + cos|), 

tmd da 1 H ^— < 2, und sin j < j, so gilt umsomebr: 

(13) i___<48in*_<_<_. 

Durch Kombinierung der Ungleichungen (1 1), (13) mit der 
Gleichung (10) ergiebt sich also: 

sin (a? + Ä) — sin a; Ä , . 

(14) cos X ^^ ^ < — (sm X + cos x) , 

WO die linke Seite gemäss (10) sicher positiv ist. Soll also 
dieselbe < r\ ausfallen, so hat man nur, da sin x + cos x stets 
unterhalb Zwei*) bleibt, Ä so klein zu wählen, dass: 

(15) — (sin a; + cos ir) < w i. e. Ä < — -^ < w 

2 ' sm iz; + cos x 

wird. 

Auf den soeben behandelten Fall kommen aber alle 
übrigen zurück. 

Denn wenn Ä negativ, = — Ä^, oder x ein Winkel in 
einem anderen Quadranten ist, oder beides, oder endlich h 
positiv = Ä^, und x ein Winkel in einem anderen Quadranten, 
so lässt sich stets sofort (s. diese Sammlung, Bd. 3 § 28) ein 
Winkel a?, im ersten Quadranten angeben, dass: 



'*') Nach der in § 18 (II) aafgestellten Regel würde sich sofort 
ergeben , dass sin x + cos x innerhalb des ersten Qnadranten seinen 

grössten Wert für a? = — , nämlich V2 erreicht. Auch sonst Hesse 

sich das Ergebnis (15) leicht noch weiter verschärfen. Später (§ 16) 
wird man auf kürzerem Wege ein besseres Ergebnis erlangen; da^ 
Entsprechende gilt von den analogen Entwicklungen des Folgenden. 



(16) 



COS X 



§ d. Stetigkeit von coso;. §5 

sin (a? + Ä) — sin x 



< sm x^ — 7 — sin -^ 4- cos xAl j— 



ausfallt. Somit haben wir das Ergebnis gewonnen: 

la „Der absolute Unterschied zwischen dem 
für ein Inkrement h genommenen Differenzen- 
quotienten und dem Differentialquotienten 
des Sinus lässt sich unter eine beliebig 
kleine (positive) Grösse rj herunterdrücken, 
sobald man |Ä| selbst < rj nimmt^ gleichgültig 
welches der Wert des Argumentes ist/^ 

Ein durchweg analoges Verhalten, wie sin x^ zeigt cos x. 
Man hat: 

(17) goq(x + ä) — cos^ = — 2sin— sinfo; + ö); 

woraus wie oben folgt, dass der absolute Wert der linken 
Seite < Yj wird, sobald der absolute Wert von Ä < iy ist: 

„Der Cosinus ist für jeden Wert des Ar- 
gumentes eine stetige Funktion." 

Weiter kommt: 

2sin- 
f-i oN cos(a; + Ä) — cos a; 2 . / , h\ 

(18) jj —,,n[x + ^) 



-T — sm 
h 

2 



in [x + 2), 



mithin unmittelbar: 



/TTx T co8(a; + Ä) — cos X , 

(II) um ^^ ■ — ^ = C08'a?= 9XSLX 

oder in Worten: 



S& § 9. Di£f6V0ntialqQotient yon cos x, 

II „Der Differentialquotient des Cosinus 
ist für jeden Wert des Argumentes der 
negativ genommene Sinus.'' 

Bildet Man wiederum die Differenz zwischen Differenzen- 
und Difierentialquotienten^ so entsteht, da 

cos {x-\-h) = cos X cos h — sin o; sin A : 

/^n^ C08(x + h) — C08X , . 

(19) ^^ :C 1" 81Ö ^ 

n 
= cos X cos h — sin :z; sin A — cos x -]-h sinx 

-■-——-—--— — — -- — -^- - - - - - .- ■ - 

h 
== cos a? (cos Ä — 1) + sio x(h — sin h) 

Ä ' 

sin- 

2 . Ä , . /. 8inÄ\ 
= — cos X ^ • sm— + sma:ll ^1. 

2 

An den zuletzt erhaltenen Ausdruck auf der rechten 
Seite von (19) knüpfen sich aber genau dieselben Folgerangen, 
wie oben beim Sinus, und man hat: 

IIa „Die Eigenschaft la des Sinus kommt 
genau ebenso dem Cosinus zu." 

sm X 
Wir nehmen drittens die Funktion tg a; = in 

Angriff. ^^«^ 

Die Differenz der Funktion ist: 

(20) tg(- + Ä)-tg. = ,^|^-|^ 

coB(x -f- n) cosa? 

&m{x + h) cos X — co8(a; + h) sin x 



= sin Ä • 



cosa; cos(ir + h) 

1 

• 

cosic cos(a; + Ä)* 



Von vornherein dürfen wir uns auf solche Werte h be- 

schränken, die absolut < — sind. 

4 
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Soll die rechte Seite von (20) unter einer beliebig kleinen 
positiven Grösse i; bleiben^ so darf der Nenner nicht verschwinden, 
es sind also jedenfalls die Werte von x auszuschliessen^ far die 
cos X verschwindet. Da wir uns auf die Winkel x der ersten 
vier Quadranten beschränken können^ so ist cos ^ = nur 

für + ^ . Für jeden andern Wert von x kann man offenbar h 

immer so wählen^ dass cos(iz; + h) von Null verschieden ausfallt. 

Es sei zunächst x ein gegebener Winkel im ersten 

Quadranten, h positiv. Wie nahe sich auch x an dem Werte 

— befinde, immer lässt sich noch ein Wert x + a zwischen 

X und ~ angeben. Wird nun h zuvörderst < a gewählt, 

SO ist cos(a? + Ä) > cos {x -{- a)y und die rechte Seite von (20) 
wird demnach vergrössert, wenn man im Nenner cos(a;-|-Ä) 
durch cos(a? + a) ersetzt; eine abermalige Vergrösserung 
findet bei der Ersetzung von sin% durch h statt, so dass: 

h 

(21) \jg{x + h) — tgX< ; ■ r. 

^ ' ^^ ^ ^ ^ COS iT COS (a; + a) 

Soll jetzt tg{x + Ä) — tga? < ^ werden, so geschieht 
das, indem man h auch noch < iq goüx cos(ir + a) wählt. 

Ist dagegen h negativ, = — Ä^, so ist, falls x der zweiten 
Hälfte des ersten Quadranten angehört, cos(ir + Ä)> cos^r, 
und es genügt daher allein schon, h^<iYi cxy&^ x zu wählen, 
um |tg(a; + Ä) — tga;] < ^ zu machen. 

Liegt X dagegen in der ersten Hälfte des ersten Qua.dranten, 
so kann x -^h eventuell auch im vierten Quadranten liegen, 
und dabei cos {x + h) sowohl grösser wie kleiner als cos x sein. 

Sicher aber ist in diesem Falle, da \ <-j bleibt, stets 

cos(a; + Ä) >cos( — —1, i. e. — ; somit sinkt |tg(a; + Ä) — tgir| 

sicher unter die Grösse w, falls man Ä, < - — = — wählt. 

.. 7C 1. 

Für den Ubergangsf all x = — , also cos x = -p gelten 

beide Ergebnisse: da jetzt cos^ x == — — = — , so genügt die 
Wahli?,<|. ^^ 
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Da die Betrachtung für die drei übrigen Quadranten 
analog verläuft^ so ergiebt eich folgende Kegel: 



(w<|.'+^¥)- 



a) Bei positivem h und einem x des ersten resp. dritten 
Quadranten oder bei negativem h und einem x des 
zweiten resp. vierten Quadranten sei x -]- a irgend ein 

Wert zwischen x und — resp. -^, dann wähle man h 

dt Ct 



SO; dass 
Werte \a 



h\ kleiner ausfällt^ als der kleinere der beiden 
und r\ cosa; cos(a; + a); 

b) bei negativem A und einem x in der ersten Hälfte des 
ersten resp. dritten Quadranten oder bei positivem Tfh 
und einem x in der zweiten Hälfte des zweiten resp. 

V\ IcOS Qü\ 

vierten Quadranten wähle man Ä so, dass |Ä| < ' — '- ; 

c) bei negativem ]% und einem x in der zweiten Hälfte des 
ersten resp. dritten Quadranten oder bei positivem Ä 
und einem x in der ersten Hälfte des zweiten resp. 
vierten Quadranten wähle man Ä so, dass 1Ä| < ri cos^ic: 
dann wird in allen Fällen |tg(ic + ä) — tg(a;)| < 17. 
Das Hauptergebnis ist demnach: 

„Die Funktion tgic=» ist, mit Aus- 

cos X 

nähme der Werte x^ für die der Nenner cosa; 

verschwindet, überall eine stetige Funktion 

von a;." 

Aus (20) ergiebt sich als DifiTerenzenquotient von tgo;: 
,22) \%(x-\-h) — \%x _ sinÄ 1 

Ä Ä COS X COS [X + Ä)' 

und somit, da lim — =— = 1, lim cos {x + Ä) cos x = cos^ x\ 

/xTTx 1. tg(^ + Ä) — \J3iX ^ , 1 

(°^) iL", /> °*«^°^^> . 

oder in Worten: 
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III „Der Differentialquotient des Tangens 
ist der reziproke Wert vom Quadrat des Co- 
sinus, mit Ausnahme der Fälle^ wo der letztere 
verschwindet." 

Auch hier möge die genauere Untersuchung folgen, wie 
klein \h\ zu wählen ist, um den absoluten Unterschied zwischen 
Differenzen- und Differential quotient kleiner als t] zu machen. 

Man hat der Reihe nach: 

(23) tg^+Ä) — tg^ 1 



h cos^a; 

sinj^ 1 



h cosa; co8{x+h) cos^a? 

1 sin^coso; — äcos(^+ä) 



cos2a;cos(iC+Ä) h 

1 sin% cos^r — Ä cosiz; cosä+ä sina; sinÄ 



1 f sinÄ — hcosh , . , A 

— , . , «{cosa?« = \-&inx8mh}, 

)OQ{x+h) l Ä J 



OOS^iCCOSl 

Es sei zunächst wiederum x ein Winkel des ersten 
Quadranten, und h positiv, so, dass auch x + h noch dem 
ersten Quadranten angehört. 

Nach § 5 (2) ist dmn —j— > cosÄ, i. e. sinÄ — Ä cosÄ 
positiv. '* 

Diese positive Grösse sinÄ — äcosä wird, wie auch 

sin :r sinÄ; vergrössert^ indem man sinÄ durch ä ersetzt, wo- 

j ,. .,.,. jSinÄ — Ä cos Ä . ^ , 

durch sin x sm Ä m Ä sm x und = ml — cos h 

h 

h 
= 2 sin^— übergeht, das abermals vergrössert wird, wenn 

man sin — durch — ersetzt. 

Schliesslich setze man auch noch eins für sin x und 
cos X innerhalb der geschweiften Klammer der rechten Seite 
von (23), dann ist um so mehr: 
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< 



S-») 



Ä coB^x cos^aJooste + Ä) \2 

(24) 2A 

Pur ein negatives Ä = — Ä^ wird sin Ä — h cos Ä 
= — (sin Aj — Ai cos h^) und man hat ohne weiteres für 
negatives, wie auch für positives h: 

tg(^+A) — tg(^) 1 



(24 a) 



cos^a: 



< m . 

cos* X [coe {x + *)| 



Das nämliche ergiebt sich, in welchem Quadranten x 
auch liegen möge. Soll die rechte Seite von (24 a) <i; ge- 
macht werden, so stellen sich ganz analog die Ueberiegnngen 
ein, wie bei der Untersuchung der Stetigkeit von tgx, wo 

1 —. — — YTT < V werden sollte. Somit hat man un- 

|cos X cos {x + A)| 

mittelbar den Satz: 

,,Soii ^^ ^ ^ — ^^ — z:i^ ^^^""^ g«- 

n cos^ X 

eignete Wahl von A unter eine beliebig kleine, 
positive, vorgegebene Grösse rj herunter- 
gedrückt werden, so hat man nur in den 
obigen Kegeln (a) (b) (c) für die Stetigkeit 

cos* X 
von tga; je einen Faktor cos a; durch — - — 

zu ersetzen". 

cos X 
Die vierte trigonometrische Funktion cotg x == — ; — ist 

sm X 

genau nach dem Muster von tg x zu behandeln ; wir dürfen 

uns daher begnügen, die Ergebnisse anzuführen: 

„Die Funktion cotg a; = -7 — ist überall 

smrr 

stetig, mit Ausnahme der Werte von x, für 

die der Nenner sin a: verschwindet". 

Ferner wird 



,. cote (x 4-h) — cotff x 

hm j^ ^— == cotg' 



= lim — 



X 



Ä=o Ä Binx am{x + h) sin*^;' 



§ 9. Geometriscbe Betrachtung der Ableitung von sin x. 91 
oder in Worten: 



IV 



„Der Differentialquotient des Cotangens 
ist der negativ zu nehmende reziproke Wert 
vom Quadrat des Sinus^ ausgenommen wenn 
der letztere verschwindet." 



Es wird nützlich sein, die analytischen Prozesse für die 
Bildung der Differentialquotienten der trigonometrischen Funk- 
tionen mit einem geometrischen Gedanken- 
gange zu begleiten. 

Um den Sinus zu verfolgen, seien 
etwa X und a; + Ä (Ä > 0) zwei Winkel des 
ersten Quadranten im Einheitskreise, mit 
den Endpunkten P, Q (s. Fig. 9). 

Dann stellt die Länge QB die Differenz 
sin (x -\-h) — sin x vor. Für einen hin- 
reichend kleinen Winkel (i. e. Bogen) h lässt 
sich h näherungsweise durch die Sehne PQ, 
d. h. die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreieckes PQR er- 
setzen; es ist also näherungs weise und um so genauer, je 
kleiner h wird: 




Fig. 9. 



(25) 



sin (a; + Ä) — sin h QR 



h 



= |p = cos<(P(2i?). 



Für lim A =- wird die Sehne P Q zur Tangente in P 
werden, die^ nach den Elementen der Planimetrie senkrecht 
auf dem Radius OP steht, somit ist wiederum näherungs- 
weise -< RPQ das Komplement von x, d. h. <^ PQR 
= X selbst. Mithin geht die rechte Seite von (25), falls 
man h klein genug wählt, mit beliebiger Genauigkeit in cos x 
über. Das ist aber der Inhalt der Formel (I). 

In derselben Weise zeigt die Figur die Bedeutung der 
Formel (II). üebrigens ist (II) leicht direkt auf (I) zurück- 
fuhrbar. Denn da: 



COSiZJ 



= sm I — — xj, svolx = 



COS 
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.2 



xj, 



so lässt sich der Differenzenquotient von cos x auch so 
schreiben: 
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cos (x -\-h) — cos X 



8'n {f — (^ + *)} — sin (I — ^j 



h 



«^°(-|) 



(26) 



h 

2 



cos izr 



ii-hl)} 



. h 
Ä-'^'°l^+2J' 



WO die rechte Seite für lim Ä = unmittelbar in — sin x 
übergeht. 

Für die Funktion tga? wird die Figur etwas komplizierter. 
Seien wiederum x und x -\- h, Ä > , zwei Winkel des 

ersten Quadranten (s. Fig. 10). Die 
Differenz tg (a; + Ä) — tg a; sei zur 
Abkürzung mit At bezeichnet. Der 
Bogen PQ =h werde wiederum 
näherungsweise durch die Sehne PQ 
ersetzt. Als Hilfslinie lege man eine 
Parallele zu At durch P: das 
Stück PS dieser Parallelen von P 
bis zum Schnittpunkt S mit dem 
verlängerten Kadius OQ sei mit p 
bezeichnet. Da -^ QPO näherungs- 
weise ein Rechter ist, so ist -< QPS 
näherungsweise gleich x, und das 
Dreieck QPS ist näherungs weise ein rechtwinkliges. Dann 
ist nach dem Aehnlichkeitssatz der Dreiecke (s. die Plani- 
metrie dieser Sammlung), da piAt: 

(27) p:At=^l:-::^, i.e. At ^, 




Fig. 10. 



coso; 
und im Dreieck PQS näherungsweise: 

(28) i> = ^^, 

'^ COSiC 

und wegen (27) in demselben Sinne: 



coso; 
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(29) ^ ^ = oder auch ^r-^== < 

^ ^ PQ co82^ Ä cos^a;' 

und zwar um so genauer, je kleiner h ist. Das ist aber der 
Inhalt der Aussage (IJLI). Analog wird cotgo; behandelt. In- 
dessen lässt sich auch cotg x direkt auf tg x zurückführen, 

insofern cotga;=tg(— — xj, mithin: 



cotg (ic + Ä) — cotg a? 



tg{|_(.+Ä)}_tgg-.) 



h h 

sin ( — A) 
(30) = h 



cos 
sinA 



(|-^)cos{|-(a;+Ä)} 



Ä sin X sin {x + h)' 

wo die rechte Seite für lim ä = in ;— r— übergeht. 

sm2 X 

Der innere Grund, warum bei den Ableitungen von 

cos X und cotg x ein negatives Vorzeichen auftritt, wird in 

§ 18 erörtert werden. In der elementaren Trigonometrie werden 

zuweilen noch als weitere Funktionen cosec x = -; — und 
-i sm X 

sec X = eingeführt. Um auch diese noch mit zu er- 

cos X ° 

ledigen, setzen wir an: 

cosec(ic+Ä) — coseca;^l| 1 1 ) 

Ä h\8in(x+h) sina;/ 

(31) . 

somit kommt nach (I) für lim A =^ 0: 

(V) cosec x^ ^—r— 

^ ' sm^ X 

und ganz analog: 

/Tri\ ' ^^° ^ 

(Vi) sec X = — r— . 

^ ' cos^ X 
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§ 10. Die Umkehrnngen iSer trigonometrischen Funk- 
tionen oder die cyklometrisclien Fanktionen nebst iliren 
Ableitungen. Allgemeiner Begriff der Funktion und 

ihrer Umkehrung. 

Schon in § 5 trat die Auffassung hervor, den Kreisbogen 
durch geradlinige Sinus- und Cosinus-Längen zu bestimmen, 
d. h. den Kreisbogen als abhängig von trigonometrischen 
Funktionen anzusehen. Auch in der elementaren Trigono- 
metrie (s. diese Sammlung, Band 3, § 51) ist es eine be- 
kannte Aufgabe, wenn der Wert eines Sinus oder Cosinus 
oder Tangens oder Cotangens gegeben ist, den zugehörigen 
Winkel (Bogen) mit Zirkel und Lineal zu konstruieren. 
Hierbei zeigt sich aber die Misslichkeit, dass die Aufgabe 
im allgemeinen je zwei verschiedene Losungen, d. h. inner- 
halb des Vollwinkels je zwei verschiedene Winkel zulässt. 

Man wird zunächst versuchen^ durch geeignete Ein- 
schränkung der Definition, „des zu einer trigonometrischen 
Funktion gehörigen Winkels" die in Elede stehenden Auf- 
gaben zu eindeutigen zu machen, i. e. einem vorgegebenen 
Wert einer trigonometrischen Funktion einen einzigen, völlig 
bestimmten Wert des Winkels (Bogens) zuzuordnen und diesen 
als „Umkehrung" der bezüglichen trigonometrischen Funk- 
tion selbständig einzufahren. 

Dies geschieht am einfachsten durch folgende Fest- 
setzungen : 

1) Wenn y==-sinx gesetzt wird, so ordne man einem 
positiven Wert von y zwischen und 1 (0 < y ^ 1) den zu- 
gehörigen Winkel x des ersten Quadranten (O < a; < — j, da- 
gegen einem negativen Wert von y (0 > y ^ — 1) den zu- 
gehörigen negativen Winkel a;(0>a?> — —1 des „negativ^i 

ersten" (oder vierten) Quadranten zu, endlich dem Werte 
y = den Wert a; = 0; 

2) Wenn y = tgx gesetzt wird, so verühre man im 
wesentlichen wie bei 1): einem positiven Wert von y 

(0 < y ^ cx)) ordne man den zugehörigen Winkel ^(0<a;^ — 1 



< iC^TT 
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des ersten Quadranten zu, einem negativen Wert von y 
(0>y> — oo) den zugehörigen negativen Winkel a;(0>^>— — l 

des negativen ersten Quadranten, und dem Werte y = 
d^i Wert 0? « ; 

3) Wenn «/ = cosa; gesetzt wird, so ordne man einem 
positiven Wert von y (1 ^ y ^ 0) den zugehörigen Winkel 

X (O^a;^— 1 des ersten Quadranten zu, dagegen einem 

negativen Werte von y (0 > y ^ — 1) den zugehörigen 

Winkel x des zweiten Quadranten ( — 

4) Analog, wenn y = cotga; gesetzt wird, so ordne man 
einem positiven Werte von y (+ oo ^ y > 0) den zugeliörigen 

Winkel x des ersten Quadranten (O^ic^— 1 zu, dagegen 

einem negativen Werte von y (0 ^ y > — o6) den zugehörigen 

Winkel x des zweiten Quadranten \^ ^x-^n]. 

Diese vier Umkehrungen der trigonometrischen Funk- 
tiodaen y = sin a?, cos x^ tg x, coi^x werden bezeichnet mit 
X = aresin y^ arccos y, arctg y, arccotg y (gesprochen: arcus 
sinus y u. s. w.), das soll heissen: x gleich dem arcus (Bogen), 
dessen Sinus, Cosinus, Tangens, Cotangens gleich y ist, und 
heissen auch die „cyclometrischen'^ (d. i. die Länge des 
Kreisbogens messenden) Funktionen. 

Um für diese neuen Funktionen die DifiFerentialquotienten 
zu bilden, wird es zweckmässig sein, um die Gegenüber- 
stellung der Grössen x und y schärfer hervortreten zu lassen, 
die bisher gebrauchten Bezeichnungen in einigen Punkten ab- 
zuändern resp. auszugestalten; die Uebertragnng auf weiter- 
hin noch zu betrachtende Funktionen wird dann leichter zu 
vollziehen sein. 

Zunächst soll immer die veränderlich gedachte Grösse, 
sei es x oder y^ von der jeweils ausgegangen wird, die „un- 
abhängige'' Variable (Veränderliche); die andere die „ab- 
hängige" Variable (Veränderliche) oder die Funktion der 
unabhängigen Variablen (Veräo^lerlidien) heissen. 

Während früher die Aenderung N(m x mit h bezeidniet 
wurde, möge jetzt gleichmässig die Aenderung (der „Zu- 
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wachs" oder das „Increment") von x resp. y mit Ax resp. 

Ay bezeichnet werden, so dass also der Differenzenquotient 

Ay 
der Funktion y von x durch -r^, der Differenzenquotient 

der „umgekehrten" oder „inversen" Funktion x von y 

durch -r- angegeben wird. 

Dann besteht offenbar als erstes Gesetz: 

Ay ^^_^ -t Ay ^ 1 Ax _^ 1 

(A) Ax Ay Ax Ax^ Ay Ay' 

Ay Ax 

Hier kann man, falls der Grenzübergang lim Ax ^ 
gestattet war, auch den Grenzübergang Jy = vornehmen, 
und erhält: 

Ax 1 1 

(B) lim -r- = 1- oder kürzer (s. u.): a;'= — , 

jy=o^y Um ^ ^ 

WO wiederum der Fall auszuschliessen ist, dass der Nenner y' 

verschwindet. 

Indessen können wir noch genauer, sobald uns bekannt 

, Ay 
ist, dass der Unterschied -t^ — y', absolut genommen, imter- 

Zl X 

halb einer Grösse t] liegt, auch den absoluten Unterschied 

-j x' abschätzen. 

Ay 

Denn da nach (A) und (B): 

Zy""^ '^Ay~y~''~ Ay ' 

Ax ^ Ax 

so kommt unmittelbar: 

Ax 



(6) 



Ay 



X 



< "" 



y ^ 



Ax 



Das gilt nicht bloss für die hier zmiächst zu unter- 
suchende Umkehrung der trigonometrischen Funktionen, son- 
dern allgemein. 
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Zu dem Behuf definieren wir: 

„Eine veränderliche Grösse y ist eine Funk- 
tion einer andern veränderlichen Grösse x 
— in Zeichen f{x) — , wenn es eine mathe- 
matische Rechnungsvorschrift giebt, ver- 
möge deren es möglich ist, wenigstens inner- 
halb eines gewissen Intervalles (Spielraumes) 
von Xy jedem gegeben gedachten Werte von x 
einen einzigen, völlig bestimmten Wert y 
zuzuordnen. Ist auch das Umgekehrte aus- 
führbar, so heisst x, als Funktion von y, die 
Umkehrung von y (als Funktion von x), 
oder auch kurz „die umgekehrte (inverse) 
Funktion." 

Dann sagt die Formel (B), vorausgesetzt, dass die 
DiflFerentialqnotienten der beiden Funktionen y von x, x von y, 
in eindeutig bestimmter Weise existieren, aus: 

(B) „Der Differentialquotient von der Um- 
kehrung einer Funktion ist das Reziproke 
von dem Differentialquotienten der ursprüng- 
lichen Funktion." 

Um mit derartigen Formeln, wie (B), bequemer rechnen 
zu können, wird es nötig sein, die Bezeichnung der Differential- 
quotienten geeignet abzukürzen. Zuvörderst lässt man das 
Limes-Zeichen weg, imd deutet den vollzogenen Grenzprozess 
dadurch an, dass man den Buchstaben A durch d ersetzt, 
schreibt also: 

.„. T Ay dy ,. Ax dx 

(7) hm -^ = --^, lim -j- = — . 

ax^qAx dx' dy=oAy dy 

Hierbei sollen aber die Zeichen dx, dy — die man die 
„Differentiale" von x resp. y nennt — vorderhand keine 
selbständigen Grössen vorstellen, sondern eben nur in der 
hier stehenden Verbindung einen Sinn haben, nämlich den 
in (7) festgesetzten. 

Man kann aber noch einen Schritt weiter gehen, und — 
wie bereits in (5), (6) und in §§ 7, 8, 9, geschehen — den 
Grenzprozess durch ein einziges Zeichen, etwa einen Accent 
oder Strich repräsentieren: . , 

W. Fr. Meyer, Differentialrechnung. '> \ \ .'V 
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Stetigkeit von arosino; und arooosa;. 




dx ^ ' dy '^ ' 
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(8) 

ZU sprechen: „y-Strich", „a;-Strich". 

Legt man Wert darauf, die Funktionsbezeichnung hinzu- 
zufügen, so schreibt man, wenn y == f{x)y und x etwa = q){y) 
gesetzt wird: 

zu sprechen: „/"-gestrichen-a;" oder „/"-Strich-a;", und 
entsprechend bei q). 

Nach diesen äusserlichen Festsetzungen gehen wir dazu 
über, mittels (B) die gesuchten Differentialquotienten der 
cyklometrischen Funktionen a; = aresin y, arccosy, arctgy, 
arccotg y auf* Grund der Ergebnisse (I), (II), (III), (IV) 
des § 9 zu ermitteln. 

Zuvor beantworten wir wiederum die Frage nach der 
Stetigkeit der cjklometrischen Funktionen. 

Für y = sin ic war, nach § 9 (2), ffir Ä == Ja;, 
sin(a; + Ä) — sin a? = /dy , 

(9) Jy = 2sin -^ . cos [x + -^j. 

Wie klein ist der absolute Wert von Jy zu wählen, damit 
der von Ax unter eine vorgegebene, beliebig kleine, positive 
Grösse e sinkt? Sei zunächst wieder y und Ay positiv, also 

. Ax 

Ax ^"^ ~2 
auch X und Ax. Nach § 5 (2) ist -^ <C r— > somit 



2 ^ Ax 
cos 



wegen (9): 

(10) Ax < Ay 



Ax I , Ax\ ' 
cos-yCOS^a; + — j 



7t 

Zwischen x + Ax und — greife man einen Wert x -{- a 
heraus, dann ist cos (o? + a)< cos [x + -^1, und es ist umsomehr: 



1 • •••• 
• • • ••• • • 
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Ax < Ay 



(11) ^^^^:f j^ . 

C08-^C0S(iC + «) 

Acc jz 

Da weiter -^ jedenfalls bereits kleiner als -r angenommen 

JT 1 

werden darf, und cos — = -7rr ist, so kommt a fortiori: 

(12) Ax<Ay.—ß—^. 

cos(a; + a) 

Wird endlich der x-\- a entsprechende Wert des Sinus 
zwischen y -\- Ay und 1 mit y -{- ß bezeichnet, so hat man 

co8(a: + a) =- + Vi — (y + ß)^, also: 

(13) Ax<Ay. , ^ . 

Dies Ergebnis bleibt offenbar gültig, auch wenn x und 
Ax nicht mehr beide positiv sind (nur dass für ein negatives x 
y + ß einen Wert zwischen y -\- Ay und — 1 bedeutet), so- 
bald man Ax und Ay in (13) durch ihre absoluten Werte 

Mithin hat man nur \Ay\ < ey 9 zu wählen, 

um jido^l < 6 zu machen; hierbei ist y -\- ß ein Wert zwischen 

y + Ay und + öj j® nachdem x, also auch y, positiv oder 
negativ ist. 

Da eine ganz analoge Sechnung für arccos y besteht, so gilt: 

„Die Funktionen aresin und arccos sind 
stetige Funktionen ihres Argumentes.'^ 

Noch einfacher ist die Ueberlegung bei arctgy resp. 
arccotgy. 

Noch § 9 (20) war: 

(14) Jy = sin Ja; • 7 — - — j-t , 

cos X co8(a? + Ax) 

sm Ax\ 1 

und da |/4a?|< ^, cosAx > -=, |cosä: cos{x + Ax)\ <1, 



cos Ja: y2 

80 kommt in allen Fällen: 

(15) \Ax\ < \Ay\ y2 , 
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und man hat nur \Ay\ < ^ zu machen, um \A.\ < e zu 
erhalten. M 

Da die Betrachtung för arccotg^ fast die nämliche ist, so gilt: 

,,Die Funktionen arctg und arccotg sind 
stetige Funktionen ihres Argumentes/^ 

Die Bildungen der Ableitungen der cyklometrischen 
Funktionen vollziehen sich folgendermassen. 

Nach § 9 (I) war für y == sin x, y' = cos Xj also wird 

nach (B): 

11 

(16) ^' = -7 = . 

y Qo&x 

Da aber konsequenterweise das Argument des Differential- 
quotienten einer Funktion stets durch die jeweilige unabhängige 
Variable auszudrücken sein wird, so erübrigt noch, auf der 
rechten Seite von (16) statt der abhängigen Variabein x die 
unabhängige y{=Qmx) einzuföhren. Nun ist: 

(17) cos X = Vi — Qin^x = Vi —y^ , 

und zwar ist das Vorzeichen positiv zu wählen, da nach der 
getroffenen Festsetzung (1) der Bogen x = aresin y nur dem 
ersten, positiven oder negativen Quadranten angehört, für 
den also der zugehörige Cosinus positiv ausfallt. Damit ist 
als Ableitung des aresin y gefunden: 

(18) x' == (aresin «/)' = , 

+ yi — y^ 

oder, wenn wir nunmehr die unabhängige Variable wiederum 
mit X bezeichnen: 

(I) (aresin x)' = 



+ yr^ 



X 



2 



Hier sind nur die Werte x = + 1, für die der Nenner 
rechts von (I) verschwinden würde, auszuschliessen. 

Nur wenig verschieden verläuft die Rechnung für arccos y. 

Nach § 9 (II) ist für y = cos x, y' = — sin x, somit 
nach (B): 

(19) iz:'=» (arccos y)' = ; — = r, = , 

. . sm^ — yi— cos^o; ^1—y^ 



!. •• ••• ••• • • 
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Das gewählte Vorzeichen der Quadratwurzel ist das 
richtige, da gemäss der Festsetzung (3) x ein Bogen des 
ersten oder zweiten Quadranten ist, so dass also der Sinus 
positiv ausfallt. 

Somit lautet die Ableitung des arccos, wenn wiederum 
X die unabhängige Variable bezeichnet: 

(II) (arccos^r)' = - 



2 



yi —x^ —yi — x 

Femer war fiir y = tg^ nach § 9 (III) y' = — -;— , also 
kommt nach (B): ^^«^ 

(20) x' = (arctgy)' = cos^ x = 



also för X als unabhängige Variable: 

(III) (arcl«^)' = ^-l^. 

Endlich ergiebt sich auf ganz analogem Wege: 

(IV) (arccotg xY^ — ^ ^ . 

Es möge auch hier wieder, und zwar auf Grund von 
(A) und (B) auf die genauere Untersuchung eingegangen 
werden, wie klein Ay z\x wählen ist, damit der unterschied 
zwischen Ableitung und Difierenzenquotient von aresin y resp. 
arccosj/, arctgy, arccotg y unter eine vorgegebene, beliebig 
kleine, positive Grösse heruntergedrückt wird. Es wird in- 
dessen genügen, in dieser Hinsicht aresin y und arctg y zu 
behandeln, da die entsprechenden Rechnungen für arccos y 
und arccotg y voUkommen analog sind. Der Einfachheit 
halber sei zunächst wieder Xy wie Ax, positiv vorausgesetzt. 

Für X = aresin y kommt nach § 9 (5), (I) und (A), (B): 



<^> ^:--'-(»--^) 



Ay K AxI . Ax 

sm 



2 ( , ^^\ 
Ax \ 2 / 
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Die rechte Seite wird vergrössert, wenn y' — -^ gemäss 

§ 9 (14) durch den zu grossen Wert Ax ersetzt wird, der 

Ax 

~2~ 1 
selbst nach § 9 (5) ^ Ay -i -. -p^ ist: 

• /iX I ZmX\ 



Ax 



(21) 4?-^'<^y 



Ay - ^":y I j^\ I j^ 



cos X cos^l X + -zr- ] \ sin 



Nach § 5 (2) ist: 

Ax 



1 



. Ax cos 
sin — 



<^ Ax<i2; 



\ 



femer ist, wenn wieder x+a einen Wert zwischen x+Axund — 

1 Ax\ 
bezeichnet, cos \x + -ö~) > cos(a; + a), cos x > cos(a; + a), 

somit, wenn y + ß dem Werte x + a entspricht: 
(22)4?-^'<^y— iTT^T-^, i.e.<Ay ^ 



Ay cos^(a? + a) * A 

■ <i-(y+m* 

Da für ein negatives x resp. Ax nur geringe Modi- 
fikationen eintreten, so gilt: 

„Soll für X = aresin y 



X 



Ay 



< € werden. 



SO genügt es, |z(y|< — (1 — (l/ + ß)^}^ zu nehmen, 

wo y + ß irgend ein Wert zwischen y und + 1 
ist, je nachdem y positiv oder negativ war/^ 

In derselben Weise ergiebt sich nach § 9 (20), (24) und (TU) 
für a; = arctg y, positive x, Ax: 
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(23) X —-r-< — -. — —j-^ . . . • cos^a; gos(x + Ax), 

Ay Qos>^xQos{x-{-Ax) sin Ja; 

i. e. <2/da? QO%x\— — ), 

\8in xl 

oder nach EiDfuhnmg von Ay gemäss § 9 (20): 

Ax 1 Ax \^ 

(24) x' 7- < 2Ay\ . . ) cos^a; cos(a: + Ax). 

' Ay ^ Vsin AxI 

und da wie oben -; — r- < T^. femer cos* x cos(a? 4- Ax)<^ 1 : 

sin Ja? 

(25) ;c'-^<^Ay. 

Werden wieder die Falle, wo x oder Ax negativ, mit- 
berücksichtigt, so gilt in allen Fällen: 

„Soll für X = arctgy der absolute Wert von 

Ax 
x' — "J~ <^ ^ werden, so genügt es, den ab- 

soluten Wert von Jy < j zu wählen." 

Li der Theorie der Taylorschen Reihe und ihres Rest- 
gliedes werden wir aber ein Hilfsmittel kennen lernen, das 
derartige Aufgaben weit leichter zu lösen gestattet (§ 19). 

Der Vergleich der Formeln (I), (II), (III), (IV) mit den 
entsprechenden des § 9 giebt zu einigen wichtigen Bemerkungen 
Anlass. Die Formeln des § 9 sagen im wesentlichen aus, 
dass die Differentialquotienten der trigonometrischen Funk- 
tionen wiederum trigonometrische Ausdrücke sind. Dagegen 
zeigen die Differentialquotienten der cyklometrischen Funk- 
tionen ein wesentlich anderes Verhalten. Es sind das Aus- 
drücke, die aus der Grösse x durch die arithmetischen 
„Operationen" der vier Spezies (Addition, Subtraktion, 
Multiplikation, Division), bei (I) und (II) noch mit Hinzunahme 
der f&nften Operation, des Radizierens entstanden sind; der- 
artige Ausdrücke nennt man „algebraische" Ausdrücke 
(oder Funktionen) von x. 

Wir betonen dies Ergebnis: 

„Die Ableitungen der trigonometrischen 
Funktionen sind wiederum trigonometrische 
Ausdrücke, dagegen die der cyklometrischen 
Funktionen algebraische Ausdrücke." 
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In der Analysis werden die algebraischen Ausdrücke 
als die einfacheren, alle nicht algebraischen („trans- 
cendenten") Ausdrücke als die komplizierteren und erst in 
zweiter Linie zu untersuchenden angesehen. Der gewonnene 
Satz legt somit die Vermutung nahe, dass es möglich sein 
wird — indem man den eingeschlagenen Weg des Differen- 
zierens rückwärts durchläuft — die cyklometrischen Funktionen, 
und damit auch ihre Umkehrungen, die trigonometrischen, 
von den algebraischen Ausdrücken aus, die die rechten Seiten 
von (I) — (IV) bilden, d. h. ohne jede Benutzung geometrischer 
Mittel aufzubauen. Die Durchfiihrung dieser Aufgabe bleibt 
der Integralrechnung vorbehalten. 



§ 11. Der Differentialqnotlent einer beliebigen Potenz oc?". 
Der Differentialquotient einer Funktion einer Funktion 

Ton X. 

In § 8 ergab sich auf Grund des binomischen Satzes, 
dass der Differentialquotient einer Potenz y = oc^ (mit posi- 
tiver Basis x), wenn der Exponent n eine natürliche Zahl 
war, den Wert nc(^—^ hatte: 

(1) (rr")' = wic"-^ 

In der Arithmetik wird entwickelt, wie sich die Haupt- 
gesetze, denen diese einfachsten Potenzen rc" gehorchen, der 
Reihe nach auf Potenzbildungen übertragen lassen, far die der 

Exponent successive negativ ganzzahlig = — n, gebrochen, = — 

resp. resp. — (wo m eine positive oder negative ganze 

Zahl ist), für die endlich der Exponent eine beliebige irrationale 
Zahl ist. Analog wird man versuchen, die Formel (1) auf 
die weiteren Potenzbildungen auszudehnen. 

Sei erstens der Exponent x von negativ-ganzzahlig, d. h. 

y = ar-*»== — , so wird der Differenzenquotient: 



X' 



Ay 



(2) 



X Ax \(x + AxY x*^) 



Ax Ax {{x + Axy 

==. — {{x + Axf — x"") 1 

Ax {x-^- AxYaf^' 
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Geht man zur Grenze für lim Ax ^0 über, so wird der 

Faktor ^^ -p zum Differentialquotienten von x**, 

Zl X 

also nach (1) =na;**~^, während im Nenner {x-\- Ax)** gegen 
a^ konvergiert. Also kommt: 

(3) (x-'^y „ . -^ = -^ ^ nx 1 . 

Das ist in der That, in Worten ausgedrückt, dasselbe 
Ergebnis, wie in (1); der Exponent — n ist mit der Potenz 
von X zu multiplizieren, deren Exponent der um 1 verringerte 
ursprüngliche Exponent — n ist, nur dass jetzt der Wert 
X =^0 ausgeschlossen werden muss. 



' n, 



Wir gehen über zu a;*» = 1^, wo Yx die eine, völlig 

bestimmte positive n^ Wurzel aus der positiven Grösse x 

1^ 

darstelle. Wenn aber y = x**, so ist umgekehrt ic = ^^ ; in- 
dem man sich also der Kegel (B) § 10 für die Umkehrung 
einer Funktion bedient, erhält man: 

\x*') X ^ X ^ 

= — a?*» 
n 

Man erkennt, dass das Endresultat wiederum nach der- 

selben ßegel aus x'^ gebildet wird, wie bei (1) und (3). 

-- 1 
Daran schliesst sich die Potenzbildung y = x ** = — , 

die nach dem Muster des Falles (3) zu behandeln sein wird. 
Der Differenzenquotient wird: 

JL _L 
,.. Ay _ 1 f 1 _ 1.1 _ {x+AxY—x^ 

^^ Ax Ax\ L ±1 Ax 

^x+AxY x^^ 

1 



L i.' 
{X'\-Ax)*^x^ 
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Geht man zur Grenze für lim Ax^Q über, so kommt 
auf Grund von (4): 



(6) 



\x ») 






n L 



1 i-_«_i 1 _±_x 

n n 



also abermals die alte Regel. 

Nunmehr steigt man zu y =« a;* = (a:^)* = \x^l auf, 

WO m und n natürliche Zahlen sind. Die Bildung von af^ 
lässt sich in zwei Schritte zerlegen; mittels des Argumentes x 

stellt man zuerst die Funktion x^ her, und sodann von dieser 
Grösse, die als ein neues Argument aufgefasst wird, als Funk- 



m 



tion die m*® Potenz: a;" wird daher als „eine Funktion 
einer Funktion von a?" zu bezeichnen sein. Zweck- 
mässig wird man die „Zwischenfunktion^^ oder die „Zwischen- 

\_ 

variable" x^ durch einen besonderen Buchstaben, etwa u 
angeben, also setzen: 



(7) 



J. 



u^=^x^ j y ==u 



M 



Eine Aenderung von x um Ax hat zuvörderst eine 
Aenderung von u um Au zur Folge, und diese wiederum 
eine Aenderung von y um Ay. Man wird somit auch die 
Bildung des Differenzenquotienten in mehrere Schritte zer- 
legen, erst -j^ herstellen, dann -^, und schliesslich 



Nun ist sofort ersichtlich, dass: 



Ax' 



(8) 



Ay _Ay Au 

Ax Au Ax^ 



mithin durch Grenzübergang für lim/drc = 0, also auch 
lim Au = 0: 



(I) 



dy _ dy du 
dx du dx ' 
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Man erkennt dies noch deutlicher, wenn man die Unter- 
schiede zwischen den Differenzenquotienten und den zuge- 
hörigen Differentialquotienten in Betracht zieht, also setzt: 

^^^ Ax''^dx^^' Au^dü'^^' Ax^dx'^'^' 



wodurch (8) zunächst übergeht in: 



(10) 

oder 
(10a) 



dy 
dx 



+'-( 



'"+«)(£+')' 



du 
du 



dy dy du ^ du dy 

dx du dx^ dx ^ du ^ 



Da aber mit Ax zugleich d, e, rj gegen Null konver- 
gieren, und hierbei solche Werte x ausgeschlossen werden, 

für -=- oder -^ unendlich gross werden, so gelangt man*) 

für lim Ax = zu (I). 

Offenbar ist der vorgenommene Prozess nicht nur auf 
das vorliegende Beispiel (7) anwendbar, sondern auf jede 
Funktion einer Funktion von x, unter Zugrundelegung der in 
§ 10 gegebenen Definition einer Funktion, solange die auf- 
tretenden Differentialquotienten als endliche Grössen existieren. 
Das liefert die fundamentale Regel über die Ableitung der 
Funktion einer Funktion von x: 



*) Genauer vollzieht sich der fragliche Grenzprozess in der Art, 
dass, falls die absoluten Werte von e, 97, sij bereits unter einer be- 
liebig kleinen, vorgegebenen (positiven) Grösse k liegen, gemäss (8), (9) 
und (I): 



Ax 
dy 



dy 
dx 



< 



H\ 



du\ 
dx\ 



+ 



dy 



du 



+•} 



wird, wo unter -^ die rechte Seite von (I) zu verstehen ist. 

dx 



Soll 



äbo 



Ay 



dy 
dx 



Ax 
man zu dem Behuf 



unter eine vorgegebene Grenze X sinken, so wähle 

X 



k< 



du 
dx 



+ 



dy^ 
du 



+ 1 



m 
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I „Ist u eine Funktion von Xy y eine Funk- 

tion von u, mithin auch y eine Funktion von Xy 
80 wird der Wert des Differentialquotienten 

-^ ausgedrückt durch das Produkt der beiden 

dy du 
einzelnenDifferentialquotienten -r^, ^— : nach- 

^ du dx 

träglich ist dann im Resultat u wieder durch 

seinen Wert in x zu ersetzen." 

Im vorliegenden Falle (7) hat man nach (1) und (4): 

(11) -^ = mw"*~^ ==m W*»/ =mx ** z=^mx^ " , 
du 

somit nach I: 

(13) -^ = U"/ = -ic" "-a;« =-a;" . 

Eine Kontrolle dieses Ergebnisses bietet sich dar^ wenn 

m 

man sich für x*^ der zweiten, oben angegebenen Definition 
(ar*")" bedient; also setzt: 





1 


(14) « 


— a;*", y — w** . 


Dann kommt: 




(15) j^ \n 

^ ' du' n 


-1 1,^—1 1 ^— 


(16) 


du 
dx 


also nach I: 




o„ 2-^)^ 


: X^ «iP»»— 1 = iC" 

n n 



d. i. aber (13), oder die nämliche Regel (1), wie in den 
früheren Fällen. 



m 
n 
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Auf diesem Wege lässt sich auch der Fall 

m / l\ — m 

erledigen^ wo m, n wieder natürliche Zahlen sind. Man 

führt die Zwischenftinktion x*^ ein: 

1 
(18) w = a?", y = w , 

und findet nach (3) und (4): 

(19)-^== — mw— "*— ^ = — m\x**j = — mx " " , 

du 

(20) =_^n 

dx n 
somit nach (I): 

^o1^ dy ( --V m -^-1 -L-1 m ---1 

(21) -/ = U »»j^ — -rc •• ".a;" = X *» . 

dx n n 

Wäre endlich der Exponent v einer Potenz ic^ eine 
irrationale Zahl^ so lässt sich v mit jeder beliebigen Genauig- 
keit durch einen rationalen Bruch — angeben^ d. h. genauer, 

zwischen zwei aufeinanderfolgende Brüche — und 

^ n n 

einschliessen, deren Differenz — unter jede Grenze herunter- 
gedrückt werden kann; in § 1 (II) zeigte sich, dass dann 

lim a** == 1, und damit od" selbst gegen einen bestimmten 
Grenzwert konvergiert. Nun ergiebt sich nach (13) resp. (21): 



^-1 
x^ , 



\a; * / = — ■ — X ^ = x^ x^ 



n n 



= — x*^ x^A — x^ x^ 
n n 
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1 iL 

Für lim —==0, lim a;" = 1 (s. § 1, II) konvergieren 
aber die beiden Ableitungen in (22) gegen den Grenzwert 

Damit hat sich die Anfangs ausgesprochene Erwartung 
betreffs der Verallgemeinerungsfähigkeit der Formel (1) er- 
füllt und es gilt das Gesetz: 

II jjDer Differentialquotient einer beliebigen 

Potenz od*' (ir>0) wird gebildet, indem man 
die Potenz a?*'~^ mit dem ursprünglichen Ex- 
ponenten V multipliziert: 

(ir)'=vir^--i*). 

Hierbei ist nur im Falle eines negativen 
V — 1 der Wert a; = des Argumentes aus- 
zuschliessen/* 

Ist einmal die allgemeinste Potenzbildung x erledigt, so 

bietet der Prozess der ümkehrung nichts Neues mehr. Denn 

j_ 

ist 2< = a;*' , so wird umgekehrt a? = y" , also wieder eine 

Potenz. In der That kommt nach der Regel § 10 (B) für 

die Ableitung der Umkehrung einer Funktion: 

,1 1 11 1 --1 

(23) ^=/=i;^^==71EI^7^'' ' 

y " 

d. i. das nämliche Gesetz wie für a^. 

Es ist für das Folgende nützlich, das Ergebnis (13) noch 
auf Grund einer andern Auffassung herzuleiten, die zwar zu- 
nächst beschwerlicher ist, dafür indessen einer weitgehenden 
Verallgemeinerung fähig ist. 



*) Wie bei den bisher bebandelten elementaren Funktionen Iftsst 

sich auch für eine beliebige Potenz a^^ im AnschluBS an § 8, die 
Stetigkeit, vie der Unterschied zwischen Differenzen- and Differential- 
quotient mit elementaren Mitteln abmessen, immerhin ist dieser Weg 
etwas beschwerlich, und wir werden, wie schon am Ende von § 10 
bemerkt, mittels der Taylor sehen Reihe und ihres Restgliedes die 
bez. Fragen bequemer beantworten können (§ 19). 



§ 11. Ableitung von x*^ als impliziter Funktion von x. Hl 

m 

Die Gleichung y==x*^ ist äquivalent mit: 

(24) y~==:r«. 

In (24) lasse man x in x + Ax, also y in y + Ay über- 
gehen: 

(25) (y + AyY^{x + Axr. 

Indem links wie rechts nach dem binomischen Satze 
(§ 6) entwickelt wird, kommt: 

{26)y'' + ni/^^Ay + {Ayy{ y^^^x'^ +mxi'^^Ax + {Axy{ ), 

wo die Faktoren von {Ayy resp. {Axy durch geschweifte 
Klammem angedeutet sind. Auf Grund von (24) und nach 
beiderseitiger Division mit Ax entsteht: 

(27) nr'''^ + ^^y{} = mo^-^ + Ax{}, 

und durch Grenzübergang (vgl. die allgemeinere Erörterung 
in § 13): 

(28) ^ • wy~-i = mo^-^ , i. e. y'=- — -;^^^zr^ . 



dx » y" 



m 



Setzt man rechter Hand für y seinen Wert x^ ein, so 
reduziert sich der Wert von y' der Reihe nach auf: 

(29) y'=U~j^ . .^ , = x"" , 

\x** I X ^ 

i. e. (13). 

Das^ vorliegende Beispiel veranlasst, die Funktions- 
abhäugigkeit einer Grösse y von einer andern x analytisch 
dadurch festzulegen, dass zwischen y und x eine Gleichung 
besteht, die erlaubt, begriflFlich die frühere Definition der 
Funktion (s. § 10) anzuwenden. Man wird in dieser 
Gleichung, wie oben bei (25), x und y ersetzen durch x + Ax 
resp. y + Ay, von der so erhaltenen Gleichung die ursprüng- 
liche abziehen, und dann versuchen, so zur Grenze über- 
zugehen, dass y' berechnet werden kann. Die Ausfahrung 
dieser etwas schwierigeren Aufgabe wird in § 13 vor- 
genommen werden. 
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§ 12. Der Differentialquotient des Logarithmus 
und der Exponentialfunktion. Die Entwickelung und 

der Grenzwert tou (l + -) • Entwickel barkeit der 

Exponentialfunktion. 

Der Differenzenquotient (§ 8 (IV)) der Exponentialfunktion 
y = a*, wo unter a eine feste, positive Basis verstanden sei, 
nimmt die Form an: 

(1) "J^ = A = «'' -A • 

^ Ax Ax Ax 

Um hieraus den Differentialquotienten von a* zu ge- 
winnen, wurde die Untersuchung des Grenzwerts von — -. 

^ X 

far ]iTnAx = erforderlich sein. Aus § 1, II weiss man 
allerdings, dass der Grenzwert von a^* — 1 die Null ist, 

dass somit -^ fiir limAx = die unbestimmte Form -^ 

Ax 

annimmt; im übrigen fehlt aber bis jetzt jedes direkte Mittel, 

dem fraglichen Grenzwert auf die Spur zu kommen. 

Wenn y = a^, so zeigt die Arithmetik, dass x fiir jeden 
positiven Wert von y eine völlig bestimmte (reelle) Grösse ist, 
die man den Logarithmus (mit der Basis a) von y nennt und 

a 

mit \^x oder kurz, wenn die Kenntnis der Basis a voraus- 
gesetzt wird, mit Igx bezeichnet. Lässt man y der Beihe 
nach andere und andere Werte annehmen, so erscheint x im 
Sinne der Definition des § 10 als die Umkehrung der 
Exponentialfunktion. Nach § 10 (B) ist dann die Ableitung der 
Exponentialfunktion das Reziproke von der Ableitung des 
Logarithmus. 

Man wird demgemäss versuchen, um die oben betonte 
Schwierigkeit zu umgehen, zuerst die Ableitung des Loga- 
rithmus zu bilden. Schreibt man vor der Hand wieder 

a 

y = Iga; = IgiT, so zeigen die elementaren Eigenschaften des 
Logarithmus (s. diese Sammlung, Bd. 1, § 32) sofort, dass: 
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^ ^ Ax Ax Ax ^ X Ax^\ xl 



4->4(^+#i- 



Um den erforderlichen Grenzprozess für WvolAx = vor- 



zunehmen^ genügt es offenbar, im Ausdruck (l -j 1 

unter dem Ig-Zeichen auf der letzterhaltenen rechten Seite 
von (2) die Grösse Ax beliebig abnehmen zu lassen. 

Es sei unter x ein beliebig gewählter, aber für die 
folgende Untersuchung fest gehaltener Wert (> 0) verstanden; 

dann ist klar, dass gleichzeitig mit Ax auch — gegen Null 
konvergiert. ^ 

Die einfachste Art, wie sich eine positive Grösse der 
Null beliebig nähert, ist in § 1 besprochen, wenn sie nämlich 

ein Stammbruch — ist, wo n eine natürliche, beliebig wachsende 

n 

Zahl ist. Indem wir uns also vor der Hand auf diesen ein- 

Ax 
fachsten Fall beschränken, also Ax und damit — positiv 



n 



nehmen und — gleich — setzen, wodurch ( 1 H ) in ( 1 -| — ) 

X ^ n ' \ ' xl \ nj 

übergeht, werden wir zu der Hilfsaufgabe geführt, den Grenz- 
wert von (l H — ) fiir ein beliebig wachsendes, zunächst 

natürliches, n festzustellen.*) 

Hier bietet sich als Hilfsmittel der binomische Satz (§ 6) 
und es kommt: 



*) Dass die Existenz eines solchen Grenzwertes mit dem Früheren 
jedenfalls nicht im Widerspruch stehen würde, sieht man so ein. Wäre 



n 



e dieser Grenzwert, so müsste sich ^fe mit wachsendem n dem Werte 

1 -| — , also auch der Einheit selber beliebig nfthern: das ist aber 

gerade der Inhalt des Satzes II von § 1. 

W. Fr. Meyer, Differentialrechnung. 8 
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n n — 1 n— 2 n—{k—l) 1 



n n n '" n Jcl 
n n — 1 n — 2 n—Jc 1 



n n n '" n {h+l)\ 
n n—1 n— -2 n— (i+1) 1 



H w — 1 n — 2 n — (n — 1) 1 

H — • • • •— i> 

n n n n ni 



oder: 



(3.,(>+i)"-t + l+(.-äi+(l-i)(>-|)i+ 



+(-3('-|)-(-^)|-, 

+(-3('-l)-(-^)si 



{k+2)l ' 

+(._i)(,_l)...(i_!^U. 

Man wird zuvörderst versuchen, um sich über den Wert 
der rechten Seite von (3 a) zu orientieren, ihn zwischen zwei 
möglichst einfach anzugebende Grenzen, also etwa zwischen 
zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen einzuschliessen. Zu 
dem Zwecke werde das erste Glied 1 abgespalten und das 
Aggregat aller darauf folgenden Glieder, das als „R^st B^^ 
bezeichnet sei, betrachtet. Da alle Glieder dieses Restes i^, 
wie unmittelbar ersichtlich, positiv sind, und das erste Glied 
von B^ selbst gleich 1 ist, so ist sicher iJ^ > 1, d. h. 1 ist 
„eine untere Grenze^^ von U, . Um andererseits far JB^ eine 
einfache „obere Grenze^^, d. h. eine Zahl, die > Üjl, zu ge- 
winnen, versuche man, R^ unter den Wert einer be- 
kannten Reihe, also etwa einer geometrischen Reihe (§ 2, (I) 
herunterzudrücken. Das geschieht in zwei Schritten. Da 
alle rechter Hand von (3a) auftretenden Klammerfaktoren: 



§ la. Beet Bk der Entwickeliing ron (l + -)'*. 115 

(-3.(-S.-'(---^) 

positive echte Brüche sind^ so geht aus (3 a) die Ungleichung 
hervor: 

(4) ^<-^+ki+h+"-+Fi+-+^i' 

somit umsomehr^ da 3 > 2, 4 > 2, ...,«> 2: 

i. e. nach § 2, (I): 

(6a) R^ < >^^ 



-I 



also erst recht: 



(5b) 1J^<_!_, i. e. <2. 

1-2 
Damit ist der Wert von 2Jj zwischen den Grenzen 1 

und 2 eingeschlossen, folglich der Wert von (1 -| — 1 , für 

jede natürliche Zahl m(> 1), zwischen den Grenzen 2 und 3. 

Das soeben für die Entwickelung (3) eingeschlagene 
Verfahren hat man nur in naheliegender Weise zu ver- 
allgemeinem, um eine Methode zu erhalten, die überhaupt 
ffir Untersuchungen von der Art der hier vorliegenden vor- 
bildlich ist. 

Man spalte die rechte Seite in die Summe St der ersten 
k Glieder und den „Rest JB»", d. h. das Aggregat aller noch 
übrigen Glieder, wobei man sich gleich, im Hinblick auf das 
weiterhin stets wachsende w, jfc als eine, n gegenüber ver- 
hältnismässig kleine natürliche Zahl denken mag, so dass: 

8* 
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(*+l)(i + 2) 



+ .. 



wo die in der eckigen Klammer hinter dem dritten Gliede 
noch folgenden Glieder nur durch Punkte angedeutet sind. 
Für diese eckige Klammer [ ] in (7) ^t, da wiederum^die 
in den einzelnen Zahlern auftretenden K lammerfaktoren po- 
sitive echte Bruche sind: 



(8) 



[] 



<1 + 



+ 



* + l ■ (i+1) 



i+ ...+ 



(* + 1)"-*' 



womit sie unter den Wert einer geometrischen Reihe heronter- 
gedrfickt ist: also entsteht nach § 2, (I): 



1 — 



und umsomehr: 
(8 b) 



< 



* + l 

k + 1 



Andererseits ergiebt sich für den vor der eckigen Klammer 
stehenden Faktor unmittelbar: 



(9) 



M-S(-|)-(-^)<Fr 



Die Kombinierung von (8 b) und (9) lehrt^ dass man far 
den Rest B^ (7) eine einfache, von dem Werte von n(> k) 
ganz unabhängige^ obere Grenze gewonnen hat: 

Eine leichte Ausrechnung zeigte dass man für 2;= 11 hat: 

(11) JBn < 0,000000027 , 

d. h. bei Rechnen mit 8iebenstelligen Dezimalbrüchen kommt 
der Wert von B^^^ nicht mehr in Betracht, und bei weiterem 
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Wachsen von h um je eine Einheit würde die Genauigkeit um 
mindestens je eine weitere Dezimalstelle zunehmen. Und dies gilt 
ganz unabhängig vom Wachstum von w, wenn n überhaupt 
nur grösser als die jeweils angenommene Zahl h gewählt 
wird. Da also jR^ bei wachsenden k und n (> jfc) unter jede 
Grenze sinkt ^ so reduziert sich die Entwickelung von 

(l H — I auf den Wert von Si (6). Hier kann man offenbar, 

wenn man sich wiederum fnr Tc einen massig grossen Wert, 

z. B. i = 11, festgehalten denkt, n jederzeit so gross wählen, 

\ 2 h 2 

dass die Brüche 1 , 1 , . . . 1 , und damit 

n n n 

auch Produkte von ihnen mit beliebiger Genauigkeit durch 

die Einheit ersetzbar sind, also auch Si durch den Wert e*: 

(12) e* = 1 + i + ^ + i + . . . + ^ 



(13)Hm(l+^)" = . = l+^ + l 



1! ' 2! ' 3! ' ' (*— 1)!* 

Hiermit ist das Ergebnis gewonnen: 

„Bei beliebig wachsendem natürlichen n 

konvergiert (l -\ — 1 gegen einen bestimmten 

Grenzwert e, der durch die unbegrenzte Eeihe 
repräsentiert ist: 

^ "•" l! + 2l^^3!+ ••• +(i-l)!+— 

Bricht man die Entwickelung (13) hinter 

dem h^^ Gliede ab, so ist der damit be- 

1 Ä + 1 
gangene Fehler kleiner als-^— — - — ." 

A/ • IC 

Dieser Grenzwert e erweist sich als ein für die ganze 
Analysis fundamentaler; eine genauere Berechnung (s. u.) 
liefert den auf 12 Stellen abgerundeten Dezimalbruch: 

(14) e = 2,718281828459 . . . 

Indessen möge die Untersuchung, wennschon sie für 
praktische Zwecke völlig hinreichen würde, noch etwas feiner 
ausgestaltet werden, insofern auch der Wert von s^ zwischen 
zwei Grenzen eingeschlossen werden soll, umsomehr, als das 
dabei zur Verwendung kommende Hilfsmittel auch später 
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noch wichtige Dienste leisten wird. Immerhin mag der Leser^ 
dem an einer derartigen Verfeinerung der Methode zunächst 
weniger gelegen ist, das unmittelbar Folgende überschlagen. 
Der in (12) angegebene Wert ei ist zuvörderst nur eine 
obere Orenze von 5«. Eine untere Grenze für s^ erhält man^ 
wenn man zunächst im letzten Gliede den Faktor von 

durch die ersichtlich kleinere Potenz ( 1 j ersetzt^ 

weiterhin aber auch die nämliche Ersetzung mit den Faktoren 

wird Sjfc in den beiden Grenzen eingeschlossen: 

r 1 1 1 1 / j 2\*~* 

Es soll nunmehr der Fehler a abgeschätzt werden, den 
man begeht^ wenn man, wie es in (12) geschehen, Sk schlecht- 
hin durch die rechte Seite e* der Doppel-Ungleichung (15) er- 
setzt. Dieser Fehler Ck ist jedenfalls kleiner als die Diffe- 
renz der beiden Seiten der Ungleichung (15): 

(16) ^<^l_(l_*-^p}, 

also um so mehr, da nach (5b) e^ kleiner als 3 ist: 

(16a) e,<3{l-[l-^^J~). 

Der Faktor von 3 rechter Hand von (16 a) wird wiederum 
nach dem binomischen Satze zu entwickeln sein; schreibt 
man für den Augenblick l statt k — 2, so kommt: 

(17) i_fi_lY=?!_?!.fcl).l+?!.fci).fc!).i 

\ n/ n n n 2\ n n n 3! 

P l{l—l) 1(1—2) l{l—3) 1 

II ■■ — • — ^— ^— — • — ^— — ^— • ^— _ ^-^— ^— • . 

n n n n 41 
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Es sei n bereits grösser als P vorausgesetzt^ so ist so- 
fort zu sehen, dass die absoluten Werte der Glieder rechts 
von (17) Schritt für Schritt (und zwar mit beliebig wachsen- 

,ed.t '-fi^lil < 2 < 1, i2=^ < HLni) < 1 e,, Ite. 

n n n n 

zeichnet man diese absoluten Werte der Kürze halber mit 

^f ^} ^9 • ' *} ^l \r^ 7^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ • • • 

(17a) l-(l_iy=A,~A,+^-A, + A5-Ae±..., 

so ist die rechte Seite von (17 a) sicher kleiner als das erste 
Glied i^f da man sie in die Gestalt setzen kann: 

(nh) i-{i-^'=x^-{X,-x,)-ix^-i,)-..., 

WO alle Klammergrössen*) nach der Voraussetzung: 

positiv sind. 

Die linke Seite ist ein positiver Wert, da P kleiner als 

n gewählt war, also um so mehr Z < w ist; für diesen Wert 

p 
ergiebt sich also, da Ai=— ist, 

(18) i_(i_iy<^(i.<«). 

Setzt man nunmehr für l wieder seinen Wert k — 2 
ein, so gilt für den Fehler eu (16, 16 a): 

(19) ,,<3.^:=^' <(i-2)2<n>, 

sodass €k bei festgedachtem k und beliebig wachsendem n 
gegen Null konvergiert. 

Wünscht man demnach für irgend einen gegeben ge- 
dachten Wert k den Fehler ejt unter eine gegebene, noch so 

*) Das letze Glied rechterhand von (17 b) ist entweder die 
Klammergrösse — (^/^i — ^i) oder aber — Xj selbst, so dass in beiden 

Fällen die hinter dem negativen Zeichen stehende Grösse positiv ist. 
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kleine (positive) Zahl e herunterzudrücken, so hat man nur 

n so hoch zu nehmen, dass — ^^ — < e wird (wobei, so- 

n 

bald nur ß < 3, {k — 2)^ von selbst kleiner als n ausfällt), 

d. h.: 

(20) n>äi^Z=^. , 

€ 

Sei etwa * = 12, n==10 - 000 • 000 • 000, so wird 

3 
€k < TTTg, d. h. der Fehler bei Ersetzung von Sk durch ejc (12) 

beträgt weniger als drei Einheiten der achten Dezimale, 

kommt also beim Rechnen mit siebenstelligen Dezimalen nicht 

mehr in Betracht. Gleichzeitig wird gemäss (10) der durch 

3 
Vernachlässigung des Restes R^^ erwachsende Fehler < ^-^ , 

ist also unter den vorliegenden Umständen erst recht ohne 
Einfluss. 

Mit Rücksicht auf das Folgende möge aus der Gestalt 
eines „alternierenden" Aggregates von l Gliedern von 
der Gestalt der rechten Seite von (17 a): 

(21) ^ = Ai — A2 + A3 — A4 + A5— Aß + ... 

(Ai > ^2 > A3 > A4 > . . . ; alle A positiv) 

noch eine zweite Folgerung gezogen werden. Schreibt man 

(21) in der Gestalt: 

(21a) ^==(A,-A2) + (As - A4) + (A5 - Ae)+ ..., 

wo das letzte Glied entweder die Klammergrösse + ßi—i — A/) 
oder aber + A? ist, also beidemal positiv ausfällt, wie auch 
alle übrigen Klammergrössen, so geht aus (21a) sofort hervor, 
dass der Wert des Aggregates A den Wert von A^ — A^ 
übersteigen muss. Kombiniert man diesen Schluss mit dem 
oben aus (17b) gezogenen, so erhält man den nützlichen 
Hülfssatz: 

(22) „Versteht man unter A^ Ag A^ . . . A? eine Reihe 
positiverund successive abnehmenderGrössen, 
sodass Ai > A3 > Ag > A4 > . . . , so ist der Wert 
des „alternierenden" Aggregates A=^l^ — A, 
+ Ag — A4 +••• selber positiv und zwar zwischen 
den Grenzen A^ — A^ und A^ enthalten." 
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Der Satz lässt eine naheliegende Erweiterung zu. Es 
werde A,- als ein gerades Glied des Aggregates Ä bezeichnet, 
wenn i eine gerade Zahl, als ein ungerades Glieds falls i eine 
ungerade Zahl bedeutet. Ferner sei unter A4 das Aggregat der 
ersten i Glieder von A verstanden, mit P,- das der noch übrigen 
[dessen absoluter Wert |P,|, je nachdem i gerade oder un- 
gerade, gleich +{A — At) ist]. 

Wiederholt man den aus (17 b) gezogenen Schluss für 
ein ungerades Glied A,, andererseits den aus (21a) gezogenen 
für das alsdann gerade Glied A,+ i, so ergiebt sich die 
Doppelungleichung ^,-4.1 < J. < ^,, woraus folgt, dass 
Ai — A <^ Ai — A^^i, oder, da Ai — Ai^i nichts anderes 
als das GHed A,_|.i ist, Ai — A^ |P,| < Aj+i, d. h. bricht 
man das Aggregat A bei einem ungeraden Gliede Xi ab, so 
erhält man einen zu grossen Wert A^; der Fehler ist kleiner 
als das nächstfolgende Glied Aj+i. 

Ganz analog verfährt man für den Fall, dass A,* ein ge- 
rades Glied ist. Man erhält jetzt die umgekehrte Doppel- 
ungleichung Ai<iA<^ Ä+u ^^^ hieraus A — -4, < ^,+1 — Ai 
i. e. < A,_f-i; oder was dasselbe aussagt, P,<A,^i. Damit 
ergiebt sich der Salz, der (22) als speziellen Fall i = 1 
enthält: 

(22a) „Bricht man die Reihe A^k^ — A, +^ — ^4 

-\ . . . + A/, wo alle X positiv und Ai < Ag 

< A3 < A4 < . . . < A/, bei einem i*®^ Gliede A,- ab, 
so ist das Aggregat Ai der ersten i Glieder 
grösser oder kleiner als A, je nachdem i un- 
gerade oder gerade ist; der hierbei be- 
gangene absolute Fehler, d. h. der absolute 
Wert des Unterschiedes A — Ai ist beidemal 
kleiner als das dem Gliede A,- nächstfolgende 
Glied A,+i/^ 

Nunmehr kehren wir zu unserem Hauptgegenstand zi^ück. 
Es war zunächst die Grösse -^ in (2) positiv und gleich 
— angesetzt worden. 



X 



In zweiter Linie wird zu untersuchen sein, ob und 

1 ^ \ax bei abnehmendem Ax erhält, 
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H 



Ax . . 1 
wenn Ax negativ, und — zunächst wieder gleich ge- 
wählt wird, wo n eine natürliche ^ bestandig wachsende Zahl 
bedeutet, sodass (l H Ux die Gestalt (1 1 annimmt 

Man wird zu dem Behuf (l 1 mit \l-\ — 1 

gleichen, und zwar am einfachsten dadurch, dass man den 
Quotienten bildet: 

(-) |^.-{(^+a(-ar-(-ä-. 

und sodann die rechte Seite nach dem binomischen Satze 
entwickelt : 

f 1 + -)" 

/o^N^ ^z 1 n n n—\l n n—1 n—2 1 , 

(23a) -^ ppi = 1 -- :::^ + :;::^ • ■^:::i— ^ + :;::i • ■-::i ::;i-öi±— 

V n) 



1-" n^'^n^ n^ 21'^ n^ n« n^ 3! 



Hier ist sofort ersichtlich, dass die rechte Seite ein 
Aggregat von der Art (21) ist: die Glieder haben abwech- 
selndes Vorzeichen und ihre absoluten Werte nehmen Glied 
für Glied ab. Mithin lässt sich nach (22) der Wert von 
(23 a) für jeden Wert von n (sc. > 1) zwischen den beiden 

Grenzen 1 und 1 ^ = 1 einschliessen: 

und da die Differenz — beider Seiten der Ungleichung mit 
beliebig wachsendem n unter jede Grenze sinkt, so konver- 

(' + i)" 

giert -. V\^i gege^ Eins, und da der Zähler dieses 

n) 
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Braches hierbei nach (13) gegen e konvergiert, so ist das 
nämliche auch mit dem Nenner der Fall: 

(25) lim (l —-)"" = e. 

•.=00 \ nl 

Aus (25) lässt sich noch eine weitere Folgerung ziehen. 

/ ly» 1 
Da (25) identisch ist mit lim (1 1 =— , so entwickele 

(^\n ns« \ nf e 
1 1 nach dem binomischen Satze, so kommt 

im Hinblick auf (3a) sofort: 

und, vermöge analoger Überlegungen wie oben beim üeber- 
gang zu (13), falls man n gross genug nimmt, mit beliebig 
kleinem Fehler: 

(27^ 1^1 1.1 1-^1-4- 

^^^^ ■^""2!~3!"^4!~5! + 6r "^ '•• 

Da dies eine alternierende Entwicklung ist, so liefert der 
Satz (23 a): 

(28) „Bricht man die rechte Seite von (27) hinter 

dem Gliede mit dem Nenner (k — 1)! ab, so 

erhält man ein Aggregat, dessen Wert :^~ 

c 

ist, je nachdem h — 1 gerade oder ungerade, 
d. h. je nachdem Tc ungerade oder gerade ist: 
der hierbei begangene Fehler ist, absolut ge- 
nommen, kleiner als^" 

Damit ist eine zweite Entwickelung für die Berechnung 
von e gewonnen, die hinsichtlich ihres Fehlergesetzes er- 
sichtlich einfacher ist, als die erste (13). 

Bei der Anwendung ist eine gewisse Vorsicht erforder- 
lich, wenn man von einem mittels (27) berechneten Nähe- 
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rungswerte von — zu einem entsprechenden Näherungswerte 
von e selbst übergehen will. 

Gesetzt man habe für — einen zu kleinen Näherungs- 
wert r gefunden, mit einem Fehler, von dem man weiss, dass 
er kleiner als eine Grösse e ist, so ist: 

(29) r < - < r + £. 

Dann folgt hieraus umgekehrt für e selbst: 

T -\- e T 

Es ist also — ein zu grosser Näherungswert für e\ wie 

lässt sich der zugehörige Fehler r\ bequem abschätzen? 
Man hat unmittelbar: 

(31) ^ ^ 



Da der Fehler ri unter der Diflferenz der 

beiden Seiten der Ungleichung (30) liegt, so ist um so mehr: 



(32) .?<^.*) 



Nun ist nach (27) der erste Näherungswert für — gleich 

1 111 ^ 

~ , der zweite gleich — — — = — , mithin nach (22) jeder 

weitere Näherungswert r zwischen — und ^ enthalten: die 

rechte Seite von (32) wird daher vergrössert, wenn man den 



*) Entsprechend kommt, wenn s einen zu grossen, 8 — t einen 

1 fi 
ZQ kleinen N&hemngswert für — darstellt: i; < r^. Die unter- 

sachnng des Textes gilt offenbar allgemein, wenn man aas einem ge- 
fundenen Näherungswert einer Grösse einen solchen für den reziproken 
Wert der Grösse herleiten will. 
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Nenner r* durch --=:—, und abermals^ wenn man ihn durch 
Y^r ersetzt: 

(33) rj< 10 e.*) 

Für einen zu grossen Näherungswert s von - kehrt 

sich nur die Ungleichung (30) um. Hieraus fliesst die prak- 
tische Begeh 

(34) ^^Hat man vermöge (27) einen Näherungs- 
wert in Dezimalbruchform für — berechnet, 

e 

der bis auf jp Dezimalstellen genau ist, und 
entwickelt nun das Reziproke dieses Nähe- 
rungswertes wieder in einen Dezimalbruch, 
so hat man damit einen Näherungswert für e 
selbst gewonnen, der sicher bis auf ^ — 1 De- 
zimalstellen genau ist/' 

Das Umgekehrte gilt natürlich beim Uebergange eines 

Näherungswertes von e zu einem solchen für — . 

Die in den Formeln (13), (25) niedergelegten Ergebnisse 

1 -| \lx , wenn -r- als positive oder 

negative ganze Zahl unendlich gross wird, gegen ein- und 
denselben Grenzwert e (13) konvergiert. Nunmehr werde 

CO 

auch diese Beschränkung aufgehoben, und es möge -p , zu- 
nächst wiederum positiv, ganz willkürlich über alle Grenzen 
wachsen. 

Man denke sich während dieses Prozesses irgend einenWerto) 

von -r-, der nicht gerade eine natürliche Zahl ist, heraus- 

Ax' , X . 

gegriffen; stets ist o) = -r- zwischen zwei aufeinanderfolgen- 

Zi X 

den Zahlen n und n-\-\ gelegen. Damit ist: 

'*') Die genauere Rechnung (s. u.) zeigt, dass bereits von der 
dritten Stelle von (27) an — ^ zwischen 7^4 und 7^/2 liegt, also in (33) 
der Faktor 10 durch 7,5 ersetzbar ist. 
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n + 1 CD n 

also auch Dach den Elementen der Potenzlehre (s. diese 
Sammlung, Bd. 1, § 31): 

(35) {'+why<{'+^y<i'+T^' 

oder^ was dasselbe ist: 



1 + 



n+1 



Nun konvergieren gemäss (13) für ein beliebig wach- 

/ lY l 1 \"+^ 
sendes natürliches n sowohl [1 A — 1 , wie (1 A —^1 

\ nr \ ' n + 1/ 

gegen den nämlichen Grenzwert e, anderseits sowohl 1 -\ — , 

.1 . . ^ 

wie 1 4 -— - gegen den nämlichen Grenzwert 1, mithin auch 

1 1 H — 1 für ein beliebig wachsendes (o gegen den Grenz- 
wert e. Ein ganz analoger Schluss gilt^ falls (o =» -r- negativ 

= — a>', und ö>' beliebig unendlich gross wird. 

^^Damit ist erwiesen^ dass die Potenz 

1 -| \dx für irgend einen gegebenen posi- 
tiven Wert Xy falls Ax positiv oder negativ 
irgendwie gegen Null konvergiert, gegen 
den bestimmten Grenzwert e (13) konvergiert: 

= 2,718281828459.,. 
Damit ist aber auch, sobald der Grenzwert (I) in (2) sub- 

a 

stituiert wird, der Differentialquotient von \gx ermittelt: 

a 
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oder auch; da nsLch. den Elementen der Logarithmenlehre*) 
(s. die Arithmetik dieser Sammlung^ Band 1^ § 32): 

(36) Ige lga = l: 

a 

/TT X dlex ,J* .,11 

Iga 

Das liefert auf Grand von § 11 (B) zugleich den Diffe- 
rentialquotienten der Exponentialfunktion a^i 

(in) '^^ia-y^a-.J-^a'^.lga, 

Ige 

wo das Argument x jeden beliebigen^ positiven oder nega- 
tiven Wert (inkl. 0) annehmen darf. 

Es ist nützlich; das Charakteristische der Ergebnisse (II) 
und (III) zu' betonen: 

;;Der Differentialquotient de« Logarithmus 
ist; bis auf einen konstanten Faktor^ gleich 
dem reziproken Wert des Arguments, und 
der Differentialquotient der Exponential- 
funktion; wiederum bis auf einen konstanten 
Faktor, eben diese Exponentialfunktion 
selbst.^' 

e a 

Die Einführung von Iga statt Ige in (IIa) und (III) bietet 
den Vorteil; dass nunmehr der im Differentialquotienten von 

a 

lg X resp. a^ auftretende Logarithmus stets auf ein und die- 
selbe Basis e bezogen erscheint. Es ist daher nur noch ein 
weiterer Schritt, wenn man überhaupt in der Analysis den 
Logarithmen diese Basis e als „Normalbasis'* zu Grunde 
legt; diese Logarithmen führen dann den in der Folge noch 
mehr gerechtfertigten Namen der „natürlichen^ — mit dem 

abkürzenden Zeichen Ix für lg a; — , und entsprechend heisst 
e* die „natürliche** Exponentialfunktion. 

'*') Nach der Definition des natürlichen Logarithmns ist a = a^ 
* a i ^ \ 4 a 

= e^«'', somit 1 « lg\e^*''J= Iga • lg e. 
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Dass diese beiden natürlichen Funktionen Ixy e^ in der 

a 

That einfachere Gesetze befolgen, als die allgemeineren lg Xy 
aPj zeigt schon die für a = e eintretende Spezialisierung der 
Formeln (IIa), (III). Denn da e^ = c, d. h. le = 1, so kommt: 

„Der Differentialquotient des natürlichen 
Logarithmus ist genau gleich dem reziproken 
Werte des Arguments, und der Differential- 
quotient der natürlichen Exponentialfunk- 
tion ist genau gleich dieser Exponential- 
funktion selbst". 

Die Wichtigkeit dieser Resultate wird bald, hervortreten. 
Schon jetzt dürfte aber eine analoge Bemerkung am Platze 
sein, wie am Ende von § 10; wenn es sich als möglich er- 
weist, den eingeschlagenen Weg rückwärts zu durchlaufen — 
und das wird eine der Aufgaben der Integralrechnung sein — 
so wird man auch im Stande sein, im Wesentlichen allein 
auf Grund der Formel (II')> eine vollständige Theorie der 
Logarithmen zu entwickeln. 

Vergleicht man hinterher das Resultat (IIa) mit dem ur- 
sprünglichen, zu Beginn dieses Paragraphen gemachten An- 
sätze (1), so ist eine weitere bemerkenswerte Folgerung ge- 

qA% \ 

stattet. Denn der dort offen gelassene Grenzwert lim — -^ 

ist nunmehr mit erledigt; man erhält sofort: ^«=o ^ 

(IV) lim -. = la. (a positiv). 

Diese merkwürdige Formel — die in § 3 (47) bereits für ein 
wichtiges Problem der Geometrie, die Quadratur der Hyperbel, 
herangezogen war — zeigt, dass der Begriff des natürlichen 
Logarithmus nicht nur, wie es in der Arithmetik geschieht, 
durch eine ümkehrung der Potenz (genauer gesagt, durch 
die ümkehrung der Exponentialfunktion) gewonnen werden 
kann, sondern auch direkt, vermöge eines Grenzprozesses, 
aus dem Begriff der Exponentialfunktion selbst. 
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Wegen der Wichtigkeit der Zahl e möge noch auf ihre 
numerische Berechnung näher eingegangen werden. Es 
kommt successive, wenn man die reziproken Werte der 
Fakultäten in Dezimalbrüche^ die auf 24 Stellen abgerundet 

sind, verwandelt*), dies Verfahren bis zu ^— -, inkl. fort- 

24! 

setzt und dann addiert, auf Grund von (13): 
(37)1 + 1 + ^ = 2,5 

= 0,166.666.666.666.666.666.666.666.7 . . . 



3! 

4! 

1 



= 0,041.666.666.666.666.666.666.666.7... 



^ , = 0,008.333.333.333.333.333.333.333.3 ... 
51 

^ =0,001.388.888.888.888.888.888.888.9... 



6! 

1 

7! 

1 

8! 

1 

9! 

1 
10! 

1 
11! 

1 
121 

1 
13! 



= 0,000.198.412.698.412.698.412.698.4.. . 
= 0,000.024.801.587.301.587.301.587.3... 
= 0,000.002.755.731.922.398.589.065.3... 
= 0,000.000.275.573.192.239.858.906.5... 
= 0,000.000.025.052.108.385.441.718.8... 
= 0,000.000.002.087.675.698.786.809.9 . . . 



= 0,000.000.000.160.690.438.368.216.1 ... 



*) Man entwickelt -. — xTTT» i"^*™ "i*" ™ d®" genügend weit 

fortgesetzten Dezimalbrach fttr —. mit » + 1 hineindividiert. 
W. Ft. Heyer, Differentialreclmung. 9 
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= 0,000.000.000.011.470.745.597.729.7... 



14! 

1 
15! 

1 



= 0,000,000.000.000.764.716.373.182.0... 



16L 
1 



= 0,000.000.000.000.047.794.773.323.9 . . . 



17! 

1 
18! 

1 
19! 

1 
20! 

1 
21! 

1 
22! 

1 
23! 

1 
24! 

1 



= 0,000.000.000.000.002.811.457.254.3 ... 
= 0,000.000.000.000.000.156.192.069.7... 
= 0,000.000.000.000.000.008.220.635.2 , . . 
= 0,000.000.000.000.000.000.411.031.8... 
= 0,000.000.000.000.000.000.019.572.9 . . . 
= 0,000.000.000.000.000.000.000.889.7 . . . 
= 0,000.000.000.000.000.000.000.038.7 . . . 
= 0,000.000.000.000.000.000.000.001.6 . . . 
= 0,000.000.000.000.000.000.000.000.1 



25! 

e =2,718.281.828.459.045.235.360.287.5... 

Die Zahl e ist damit auf 24 Dezimalstellen genau 
berechnet; die 25*® Stelle ist in Wirklichkeit, wie die 
Mitberücksichtigung der folgenden Stellen zeigen würde, um 
eine halbe Einheit za erniedrigen. Für den praktischen 
Gebrauch kann man leicht die ersten 10 Ziffern im Gedächtnis 
behalten, da auf 2,7 die Ziffern 18 28 18 28 folgen. 

Auf Grund des Fehlergesetzes (13) seien noch einige 
Fehlerabschätzungen vorgenommen, und jeweils mit dem 
Werte (37) für e verglichen. 
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Ä = 3. Bricht man die Beihe (13) beim dritten. Gliede 

ab, 80 erhält man für e den Näherungswert äj = 1 + 1 + ^ 

= 2,5. Der Fehler ist < |; • J i. e. < | = 0,222... In 

öl ö «7 

Wirklichkeit betragt er 2,718... — 2,5 = 0,218... 

Jc = A. «^ = l + l + i- + i- = 2,6666... Der Fehler 

J8t < TT • I i- e. < tJ = 0,05208...: in Wirklichkeit 
4! 4 96 

= 0,05161... 

* = 5. ej = 1 + 1 + ^ + |j + ^ = 2,708333... Der 

Fehler ist < ^ • |; i. e. <^ = 0,01: in WirkUchkeit 

5! 5! 100 

= 0,00995... 

* = 6. c, = 1 + 1+1 + 1 + 1 + 1 = 2,716666... 

Der Fehler ist < 1 • J i. e. < -1^ = 0,00162...: in Wirk- 

6! 6 4320 

lichkeit =0,00161... 

Ä = 7. e, = 1 + 1 + 1 + . .. + 1 = 2,7180556... Der 

^I 61 

Fehler ist < :^ • y i- e. < j^ = 0,0002267...: in Wirk- 
lichkeit 0,0002262... 

Je = 8. 69 = 1 + 1 + ^ + ... + ^ = 2,7182540... Der 

ul I I 

Fehler ist <^-| i.e. < 0,00002790...: in Wirklichkeit 
= 0,000027861... 

Ä; = 9. e, = 1 + 1+1 + ... + 1 = 2,718281525583... 

al Ol 

Der Fehler ist < 1 -^ i. e. < 0,000000303131...: in Wirk- 
lichkeit = 0,000000302876... 

9* 
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Ä; = 10. eio = l + l + |] + -- + ^ = 2,718281801146... 

Der Fehler ist < t^ ' t^ i- e. < 0,000000027324...: in 
Wirklichkeit =-0,000000027313...*) 

Nunmehr werde auch die Berechnung für — heran- 
gezogen. Auf Grund der Tabelle (37) und (27), (28) erhält 

man — bis auf 24 Dezimalstellen: 
e 

^"^^^ e~2l'"3!"^4! 5!^ '•• 25l"^26! '^'" 
= 0,367.879.441.171442.321.595.523.8...; 

die letzte Stelle ist in Wahrheit um 2 bis 3 Einheiten zu 
erniedrigen. 

Um Buch fiir die erforderlichen Fehlerrechnungen mit 
Hilfe der Formeln (29) bis (34) einige Beispiele durch- 
zufahren, beginnen wit gleich mit dem dritten (zu grossen) 
Näherungswerte : 

Ä; = 4. i = ^ — ^ + i-« 1 = 0,375. Der Fehler e ist 
1 c J! o! 4! 8 

< ^ i. e. < 0,00834: in Wirklichkeit ist er =0,0071... 

1 3 1 11 

Ein zu kleiner Näherungswert fär — ist also r = — — ti = 7^- 
1 900 e 8 5! 30 

Da nun -- ^^^tkt = 7,44... ausfällt, mithin bei allen später 

r^ 121 '^ 

folgenden, sowohl zu kleinen wie zu grossen Näherungswerten 
r noch kleiner als 7,44 wird, so lässt sich in Formel (32) 

*) Die mitgeteilten Zahlen lassen sofort erkennen, dass der theo- 

1 fc + 1 
retische Fehler ^^j . 7^ (10) dem wirklichen, R^^ (7), verhältnismässig 

sehr nahe kommt. In der That lehrt eine genauere Untersachung, 

dass die Differenz :z-: . — ^ Ä^^, indem man sich auf die ersten 

Glieder beschränkt, far Ä < 3, jedenfalls < —. . , , ^ . - wird, 

also umsomehr <— -j-rrj: tt ^^^ ©^st recht < tut inr * ^^® letzteren 

beiden Ungleichungen gelten auch noch für k = 2. 
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6 



von jetzt ab — durch den zu grossen, aber bequemen Wert 

30 
7,5 = — ersetzen. 

Für den vorliegenden Fall 4 = 4 wird e^ als reziproker 

1 8 

Wert von — , näherungsweise = — = 2,666... Der Fehler 

ist, nach (32), < ^ • 7,5 i. e. < 0,0623: in Wirklichkeit wird 
er 0,0516... 

<^ i.e. < 0,0014: in Wirklichkeit =0,00122... Für e 

Ol 1 30 

als reziproken Wert von — käme ^ = tt = 2,7273...; Fehler 

< ^ . 7,5 i. e. < 0,0105: in Wirklichkeit = 0,0090... 
o! 

Fehler < 1 i. e. < 0,0002: in Wirklidikeit =0,00017... 

Hieraus: 

144 1 

e = ^ = 2,716981 . . .; Fehler < yj • 7,5 i. e. < 0,0015: 

in Wirklichkeit =0,00180... 

e ~ 2! 3! ^ 41 5! ^ 6! 7! 280 

= 0,367857...; Fehler <\-. i.e. < 0,000025...: in Wirk- 

8! 

lichkeit =0,000022... Hieraus: 

OQf) 1 

6 = ^ = 2,718446...; Fehler <^-7,5 i.e. <0,00019: 
m Wirklichkeit = 0,000164... 

Fehler <^ i. e. < 0,000003: in WirkUchkeit =0,0000026... 

c=|I^=2,7182636...;Fehler<i.7,5i.e.<0,000023...: 
in Wirklichkeit = 0,000018... 
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Jc-Q i_i_ij. _i.l_i=?^^=0 36787919 • 
* ^' e 2\ 3!+"*+8! 9! 45360 '^••' 

Fehler <-^i.e.<0,0000003...: mWirklichkeit=0,00000025... 



e = 



45360 ._. . 1 



16687 '^ 2,7182837...; Fehler < — . 7,5 i. e. 

< 0,00000225: in Wirklichkeit =0,0000019... 

Ä-lO I-I-I4. 1 I 1 49443 

^ ^' c "" 21 3! Y" 9! "^10! 134400 

=-3,367879464...; Fehler < -r^ i. e. < 0,000000025: in 

Wirklichkeit 0,000000023... 

e = ^^^ = 2,718281657...; Fehler < jj] • 7,5 i. e. 

< 0,0000001875: in Wirklichkeit =0,000000171... 

Zum Schlüsse werde darauf hingewiesen, wie die Ent- 
wickelungen dieses Paragraphen bei geeigneter Abänderung 
eine Verallgemeinerung zulassen, die die in § 8 gestellte 
Aufgabe für die Exponentialfunktion bis zu einem gewissen 
Grade zu lösen gestattet 

Es bedeute x eine positive, im übrigen beliebige Zahl- 

/ lY 

grosse, so kann man die Entwickelungen (3 a), (7) für 1 1-| — 1 
ohne weiteres auf die von (l H — 1 übertragen: 

(3.-) (1+1)" 



x^ (^_^]L *+ 



(it+l)(Ä;+2)\ nj\ n 

wo das Aggregat der ersten k Glieder wieder mit Sk, der 
Rest mit 22* bezeichnet sei. Für die eckige Klammer [ ] gilt, 
analog zu (8), (8 a), (8 b): 

<>+jfi+(5fi)'+-+(Är'<-v> 

k+l 



(80 
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sobald Ä; + 1 den Wert von x überschritten hat^ und damit^ 
analog zu (10): 

(100 iJ*<|] ^ {h + l>x). 

Daraus folgert man, dass Bk bei wachsendem k unter 
jede Grenze siiät. Denn sei Jc^ der erste Wert von k, so^ 

dass A^ 4- 1 > ^> so kann man den Faktor t-t für jeden 
Wert jfc > ij in der Form schreiben: 



,qOX ^ __ f^ ^ ^ ^\ ^ _ 



a: a; 



+ 2 •" *' 



mithin wird, da t — r-r zwischen und 1, und: 

XX XX 






*< (S) • (^P- —V (*■+'>-'* ^ *■' • 



und um so mehr: 
(40) 

Hier sind rechts der erste und der dritte Faktor für 
jeden gegebenen Wert von x bestimmte Grössen, während 
der zweite Faktor für irgend ein beliebig wachsendes k nach 
§ 1, I gegen Null konvergiert. 

Andererseits resultiert für sjc^ in Analogie zu (12), ohne 
weiteres die obere Grenze eki 

(120 «*=l + ^ + S + f.+ ...+ "^"^ 



1! ' 21^3!^ "• ^(Ä — 1)!' 

and wie in (15) lässt sich St genauer zwischen den beiden 
Grenzen einschliessen : 

k — 2\»-« 

< St < et, 



(150 "{^--^) 
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WO sich für den Unterschied c^ beider Grenzen^ analog zu 
(19), ergiebt: 

(190 «» < «* ^^ ^ ^^' > <(* - 2)2 < w, * + 1 > a;>. 

Hier ist noch rechts der Faktor e^ selbst durch eine 
feste obere Grenze ersetzbar; denn wendet man die Un- 
gleichung (40) auf den Fall h = \ an, so kommt: 



k^\ X 



somit, als Verallgemeinerung von (5 b): 

(öbO ct<ei, + j^ -^qc^ + l>x,lc>\), 

wodurch (19^) die Gestalt annimmt: 

(19 ) ^* < l^*i + ä;i ^_[ -^j—' 

*i + l] 
<(Ä; ~ 2)2 < n, *i + 1 > ic, * > ÄJ,>, 

woraus hervorgeht, dass ei bei beliebig wachsendem w, for 
irgend einen fest gedachten Wert von JkOÄJ gegen Null 
konvergiert. 

Da sich weiterhin die früheren Entwickelungen für den 
Fall, dass n nicht bloss als natürliche Zahl, sondern irgend- 
wie, positiv oder negativ, unendlich wird, fast wörtlich auf 

1 H — j Übertragen, so hat man ab 

Verallgemeinerung von (I) den Satz: 

„Versteht man unter x einen beliebigen, 
positiven oder negativen Wert, so gilt, wenn 
n irgendwie unendlich gross wird, die Ent- 
wickelung: 
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bricht man bei positivem x hinter dem ¥^^ 
Gliede ab — wo h bereits so gross gewählt 
sei, dass h-^-ly^x ist — so ist der entstehende 

Fehler sicher kleiner als t-, • Ist 

k\ X 

dagegen x negativ, = — |, so lässt sich diese 
Fehlerregel noch verschärfen: die Entwicke- 
lung (V) ist von einem A,*®^ Gliede an, sobald 
ÄJi + 1 > f , alternierend, und bricht man 
wiederum hinter einem jfc*®^ Gliede ab {k > äj^), 
so ist der Fehler, absolut genommen, kleiner 
als der absolute Wert des nächstfolgenden 

Gliedes, i. e. < y-:." 

Nun ist die linke Seite von (V) einer einfachen Um- 

X 1 
gestaltung fähig; fiir — = — , also n = xy wird nämlich: 

Lässt man hier, bei einem beliebig gegebenen Werte 
von Xj die Grösse w, und damit zugleich die Grösse y 
irgendwie unendlich gross werden, so konvergiert nach (I) 



(l + ly gegen e, mithin ist nach den Prinzipien der Potenz- 

. / xY 

lehre: lim ( 1 H — 1 = c* und (V) wird zu: 

n = 00 V W/ 

X X^ CXj^ — ^ 

(Va) 6^=l + _+_+...+^^-_^+..., 

und, da e*+* = e* e*, so ergiebt sich als Analogen zu der 
binomischen Entwickelung (III) (§ 7) einer ganzen Funktion 
nach steigenden Potenzen von ä: 



^2 Ä*— 1 

( V b) ^ + * = e- + ^ . ^ + e- . 2| + . . . + ^ • ^^37^ + .. . , 

d. i. eine beliebig weit fortsetzbare Entwickelung, deren 
Fehler beim Abbrechen hinter einem A*®^ Gliede unmittelbar 
aus dem in (V) angegebenen, durch Multiplikation mit e^ entsteht. 
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Aus (Va) und (Vb) lassen sich sofort die entsprechenden 
Entwickelungen für eine beliebige Exponentialfunktion a^{a > 0) 
herleiten. Denn da, nach der Definition eines natürlichen 
Logarithmus (p. 127, Anmerkung *), eine beliebige positive 
Grösse h in der Form ef^ geschrieben werden kann, so 
kommt für & = a^: 
(42) a"^ ^ ef^<^ ^ ^i<^ ^ 

mithin durch Einsetzung von xla 9Ji Stelle von x in (Va): 
(VIa)a--l + — +-^+...+^^:3^(?a)*-^+... 

(yih)a^^^a +a^^+a^«+...+a^^j(^*-i+..., 

Entwickelungen, deren Fehlerregeln sich aus den f5r (Va), 
(Vb) geltenden ergeben, wenn man das dortige Argument x 
resp. Ä mit dem Faktor la versieht. 

Auf Grund der Formel (Via) sind wir im stände, die 
schon am Ende von § 2 behandelte Abmessung der Stetig- 
keit der Exponentialfunktion a* übersichtlicher auszufuhren, 
zugleich aber auch die entsprechende Abmessung für die 
Umkehrung, den Logarithmus. 

Nach (1) war fär y = a* die Differenz: 

(1) Jy = a^+^* — a^==a^(a^a!_ ly 

Sei zunächst entweder a > 1, Ax positiv, oder a zwischen 
und ly Ax negativ, also beidemal Axla positiv, und zwar 
bereits < 2 vorausgesetzt, so liefert (Via) bei Anwendung des 
Fehlergesetzes für A = 1, also A + 1 = 2: 

Soll also Ay (1) unter eine beliebig klein vorgegebene 

(positive) Grenze yj sinken, d.h. a^ * — ^ < ^ werden, so hat 
man nur zlo; so zu wählen, dass: ^ 

,,,. 2 Axla w . ,^ , 1 a^ ,^ , •, 



2-f- 



a' 
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Sei -^ bereits ^2 gewählt, so genügt es, Axla<i—~ 

zu wählen, womit die Bedingung Axla <i^ von selbst erfüllt 
ist, da Axla sogar kleiner als 1 wird. 

Ist dagegen a bei positivem Ax zwischen und 1 ge- 
legen, oder aber a bei negativem Ax grösser als 1, somit 
in beiden Fällen Axlay wie Ay, negativ, so ist (Via) für ein 
negatives Argument heranzuziehen; also wähle man, indem 
die Entwickelung för a* hinter dem zweiten Gliede ab- 
gebrochen wird: 

(45) \Axla\<\ {\Axla\^2), 



a 



um — Ay <iri zu machen; sobald ^ < 1*), ist die Bedingung 
\Axla\ < 1 von selbst erfüllt. ^'^ 

Aehnlich lässt sich die Stetigkeit des Logarithmus 

a 

X = Igy verfolgen. Sei zunächst Ay positiv, also auch Axla. 
Da, wie unmittelbar ersichtlich, aus (Via) folgt: 

(46) a^^ - 1 > Axla {Axla £ 2) , 

so ergiebt sich umgekehrt, wenn man noch beiderseits mit 
a^:=ry multipliziert: 

(47) Axla<^ (Axla < 2). 

Soll also Ay so klein gewählt werden, dass \Ax\ unter 
eine vorgegebene (positive) Grenze e sinkt, so hat man nur: 

(^^) \f&.<^^''^' Ay<ey\la\ 

\va\y 

anzunehmen; sobald ausserdem £|Za|<2, ist die Bedingung 
Axla <^ 2 von selbst erfüllt. 

Etwas schwieriger ist der zweite Hauptfall: Ay und 
damit Axla negativ. Für \Axla\ < 2 nehmen die Glieder 



*) D&Ay negativ ist und a^ nicht negativ werden kann (und für 

lim X = — cx) gegen Nnll konvergiert) , so hätte die Annahme — 
zwischen 1 und 2 keinen Sinn. a 
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der alternierenden Entwiekelung (Via) vom zweiten Gliede 
an successive ab^ es ist somit: 

(49) l^a^'^>\Axla\—\{Axlay {\Axla\£2). 

Cd 

Um die rechte Seite von (49) zu vereinfachen^ bemerke 
man^ dass: 

(50) \Axla\ — \ {Axlay = ^ M^^^l + i \^^H <1 ~ \Axla\yy 

u £t £t 

da hier der Klammerfaktor 1 — \Axla\f sobald \Axla\ ^ 1, 
nicht negativ sein kann^ so gilt: 

(51) \Axla\—hAxlay>hAxla\ (l^a;Za|<l), 

und die Ungleichung (49) lässt sich für die engere Bedingung 
Axla\Kl ersetzen durch die einfachere: 



(52) 1 _ a^^ > 1 \Axla\ , {\Axla\ < 1> . 

Multipliziert man hier noch beiderseits mit der stets 
positiven Grösse y = a*, so entsteht wegen — Ay = {l — a^*)y : 

(53) \Ay\>^y\Axla\, \Axla\<l, 
oder umgekehrt: 

(54) M^Kt^t^^- 

' ' \la\ y 

Soll nunmehr \Ax\ unter eine vorgegebene Grenze e 
sinken, so hat man nur: 

(55) \Ay\<^ye\la\y \Axla\^l 

zu wählen; die Bedingung \Axla\ < 1 wird von selbst erffiUt, 
sobald: 

angenommen wird; denn dann folgt aus (55): 

1^ < ^, i. e. eM*'«l< 2, i.e. \Axla\ < 1 . 

y ^ 
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Das Fehlergesetz von (Via) genügt aber auch; um 
wiederum die Abnahme des Unterschiedes zwischen DiflFe- 
renzenquotient und Ableitung, sowohl für die Exponential- 
funktion, wie für den Logarithmus, messend zu verfolgen. 

Für y = a* ist, nach (1) und (III): ^^ = a« • ^ "" "" ^ 



Ax 



Ax 



y' =^aHa, somit, auf Grund von (Via): 



(57) 






= l^[^(^^^^^ 



2 + -{Axlay+ ... 



Für den ersten HauptfaU: Axla und damit auch Ay 
positiv, ergiebt sich bei Anwendung des Fehlergesetzes für 
* = 2: 



(58) 



Ay 



Ax 



-y 



< 



a^ 



{Axla) 



2 



\Ax\ 



3 — Axla 



, (Axla < 3) 



Soll hier die rechte Seite, und damit auch die linke, 
unter eine vorgegebene (positive) Grenze rj heruntergedrückt 
werden, so kommt: 

6r] 



(59) 



Axla < 



n 



X 



3\la\ + 
2ri 



2n 



, {Axla<3). 



Nimmt man bereits — ^ < 3|ia| an, so wird die rechte 

Seite von (59) bei Ersetzung von — ^ durch 3|Z^| verkleinert; 
wählt man demnach: ^"^ 



(60) 



l^^l<(7V4' ^<|«^?«, 



so ist die Bedingung Axla<i% erföllt, und es wird: 



Jy 
Ax 



-y 



<v 
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Für den zweiten Hauptfidl: Ay, also auch Axla negativ, 
kommt: 

Ay 



(61) 



Ax 



— a^a 



<|j^|^», \Axla\<3; 



soll also die linke Seite von (61) kleiner als rj werden^ so 
wähle man: 



(62) 



^^1 < _^/7^x. > ^<o«''M; 



O'ila) 



2 



dann ist von selbst |/da;2«^| < 3. a 

Die nämliche Aufgabe soll auch für x=^\gy behandelt 

werden; da nach (Ha) x' = -^•, soll also für ein geeignet 
zu wählendes \Ay\: V « 



(63) 



Ax 



Ay yla 



Ay 



Ax 



— yla\ 



Ay 



Ax 



<e 



y\la\ 



gemacht werden. 

Im ersten Hauptfall: Ay und damit Axla positiv^ wird 
nach (58) für *=-2: 



(64) 



Ay 



Ax 



— aHa 



< 



y Ax\{la)^ 



Axla' 



Axla<C 3. 



Setzt man weiter Axla bereits < 1 voraus^ so wird der 
Nenner rechter Hand bei Ersetzung von Axla durch 1 ver- 
kleinert^ es ist also um so mehr: 



(65) 



Ay 



Ax 



aHa 



< — y\Ax\ (laY , Axla < 1. 



Unter der Bedingung Axla <C 1 ist aber auch sicher 
nach (47): 

(66) ^>yM'> 



Ax 

somit lässt sich mit Hilfe von (65) und (66) aus (64) folgern, 
dass: 

Ay 



(67) 



Ax 



— yla 



Ay ^ A y 

Ax 
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wird, mithin wird die Forderung (63) jedenfalls befriedigt 
durch: 

(68) Ay<^ey^\la\, £<^ ^ 



Ay 
und da rückwärts hieraus folgt, dass — ^ < 1, i. e. e*'* < 2, 

80 ist damit der Bedingung Axla < 1 ^von selbst genügt. 

Wir kommen zum zweiten Hauptfall: Ay^ und damit 
Axla negativ. 

Indem man wieder an (63) anknüpft, berücksichtige man, 
dass nach (61): 



(69) 



(70) 



Ay 



— yla 



\Ax\ {la) 



8 



Ax 

Ay 



Ax 



<y ' '2 y \Axla\<3, 

>*, \Axla\<l; 



es wird also unter der Bedingung |zla;Za|<l die Forde- 
rung (63) erfüllt werden durch: 

(71) \Axla\<ey\la\, 
oder auch mit Rücksicht auf (70): 

(72) ^\M^ey\la\ i.e. \Ay\ <l ey^ \la\, e£ 



-yH 

Umgekehrt folgt aus (72) unmittelbar —^<-^, i. e. 

1 y ^ 

1 _ e-\^xia\ <- i, e. 6M*'«I < 2, also \Axla\ < 1. 

Wendet man die vorstehenden Entwickelungen über 



a 



y ^=^a^ und x = Igy auf alle Werte eines beliebigen Inter- 
valles {a ... ß) von x an und berücksichtigt, dass von allen 
Werten a*, falls a > 1, a** der kleinste, afi der grösste; falls 
aber a zwischen und 1, a« der grösste, a^ der kleinste 
Wert ist, so ergiebt sich, wenn man in den Formeln (44, 
45, 48, 55, 60, 62, 68, 72) a* durch a« resp. afi ersetzt: 

„Wenn das Argument der Exponential- 
funktion resp. des Logarithmus ein beliebi- 
ges (sc. im zweitenFaUe positives) Intervall durch- 



j ^ 
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läufig so lässt sich die absolute Differenz 
des Arguments so klein (und zwar konstant) 
wählen^ dass die absolute Differenz der 
Funktion innerhalb des ganzen Intervalles 
unter einer und derselben vorgegebenen, 
beliebig kleinen Grösse iy bleibt. Dasselbe 
gilt von dem absoluten Unterschiede zwischen 
Differenzenquotient und Differentialquotient 
der Funktion." 

§ 13. Allgemeine Gesetze über die Bildung ron Diffe- 
rentialquotienten zusammengesetzter Ausdrücke. 

Im vorhergehenden (§§ 8 bis 12) sind die einfachsten Aus- 
drücke oder Funktionen von x hinsichtlich der Herstellung 
des Differentialquotienten untersucht worden. Diese Funk- 
tionen verteilen sich, wenn man auf Grund der Regel § 10 (B) 
je eine Funktion und ihre Umkehrung ein- und derselben 
Klasse zuweist, auf nur drei Klassen: 

a) die Potenzen, 

b) die trigonometrischen Funktionen nebst ihren Um- 
kehrungen, den cyklometrischen Funktionen, 

c) die logarithmische Funktion, nebst ihrer üm- 
kehrung, der Exponentialfunktion. 

Es wird sich nunmehr darum handeln, dies geringfügige 
Material dadurch auszuwerten, dass man Ausdrücke in Be- 
tracht zieht, die aus jenen „Elementarfunktionen'' durch 
bekannte mathematische Operationen erwachsen. 

Ein erster, bereits sehr weitgehender Schritt in dieser 
Richtung war in § 11 (I) gemacht vermöge der „Regel der 
Funktionen von Funktionen", die der Vollständigkeit 
halber nochmals aufgezählt sei: 

(I) „Ist y eine Funktion von w, u eine Funk- 

tion von X, also damit auch y eine Funktion 
von X, so ist: 

dy __ dy du " 

dx du dx 

Es ist zweckmässig, dieser Regel noch eine andere Ge- 
stalt zu verleihen, die sie besonders für geometrische An- 
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Wendungen geeigneter erscheinen lässt. Ist y eine Funktion 
von Uy u eine Funktion von x, so ist x die inverse Funktion 



schreibt sich (I) auch so: 



• 


^"""■"'dx dx 




du 


dy 




dy du 
dx dx' 




du 





(10 



(I') ^flst eine funktionale Abhängigkeit zwischen 

zwei veränderlichen Grössen y und x dadurch 
festgelegt^ dass y und x als Funktionen einer 
dritten veränderlichen Grösse u gegeben sind, 

so ist der Differentialquotient ^ gleich dem 
Bruche^ dessen Zähler der Differentialquo- 
tient 3^, dessen Nenner der Differential- 
du , 

cLx 

quotient -z- ist. Hierbei sind wieder die 

Werte von u auszuschliessen^ für die der 

dx 
Nenner ^r- verschwindet." 
du 

Eine derartige Grösse u heisst ein ^^Parameter"; in 

der Geometrie ist es oft ein Hilfswinkel^ in der Mechanik 

die Zeit. Als Beispiel diene der Fall der Ellipse (§ 5 (23)), 

wo u die excentrische Anomalie ist: 

(1) i»==acosw, y = 6sinw, 

,^. dy 6 cos w 6 ^ 

ax — a sm u a 

Die Form (I) hat indessen den Vorzug, sich unmittel- 
bar ausdehnen zu lassen auf mehrere Zwischen variable; ist 
z. B. y Funktion von u, u von Vy v von x, so ist nach (I) 
dy __ dy du du ^ du dv . , . 

dx'^ du dx' dx dv dx' 

.--. . dy dy du dv 

^^*^ di'^dü'di'd^' 

W. Fi. M e y e r , Diifereiitialrechnmig. '^lO 
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undy allgemein^ wie man durch vollständige Induktion sofort 

erkennt: 

(Ib) „Sind zwischen der unabhängigen Variabein 

X und der abhängigen y eine Reihe von 
Zwischenvariabein tii/i^y •••> t«n eingeschaltet, 
so ist: 

dy dy du^ du^ dun—i dUn 

Nunmehr mögen auf zwei Funktionen f{x) und g(x\ 
deren Differentialquotienten f = f{^)} 9' = 9'(^) als bekannt 
vorausgesetzt werden , die Operationen der vier Spezies an- 
gewandt werden, d. h. es sollen die Differentialquotienten 
ihrer Sunune, ihrer Differenz, ihres Produktes und ihres 
Quotienten durch f, g, f und g' ausgedruckt werden. Die 
Summe und Differenz von f(x) und g{x\ zusammengefasst in 
f{x) + g (x) erledigt sich in einer Zeile. Man hat für den 
Differenzenquotienten (§ 8 (IV)): 

^ ifi^) + g(^)> _ f(^ + ^^)+g{^ + ^^) — <A^) + g(^)> 

Ax Ax 

(^) _ f{x + Ax)-f {x) g{x + Ax)-g{x) 

Ax - Ax ' 

also durch Grenzübergang für lim Ax =^0: 
(4) <f(x)±9{x)y=f'ix) + g'(x), 

oder, falls man den selbstverständlichen Buchstaben x der 
Kürze halber unterdrückt: 

(na) {f±9Y-r±9'' 

„Die Summe resp. Differenz zweier Funk- 
tionen von X hat zum Differentialquotienten 
die Summe resp. Differenz der einzelnen 
Differentialquotienten." 

Man kann sich hier wieder genauere Rechenschaft 
davon ablegen, in welcher Weise sich der in (IIa) als aus- 
geführt betrachtete Differentialquotient von dem zugehörigen 
Differenzenquotienten (3) unterscheidet. 



§ 13. Differentialqaotient der Summe zweier Funktionen. 147 

Es seien die unterschiede der Differenzenquotienten von 
f resp. g gegenüber deren Ableitungen mit c/ resp. eg be- 
zeichnet: 

Dann nimmt (3) die Gestalt an: 
oder^ was dasselbe ist: 

/'7\ ^(f+9) //•/ , ^f\ , 

Gemäss der Definition des Differentialquotienten (§ 8(y)) 
lässt sich der absolute Wert von Ax %o klein wählen^ dass 
die absoluten Werte der linken Seiten von (5)^ d. h. von e/ 
und Bg unter einer beliebig kleinen^ (positiven) vorgegebenen 
Grösse e liegen. Dann liegt aber der absolute Wert der linken 
Seite von (7) jedenfalls unter der Grosse 2 e; soll also jener 
Wert kleiner als eine vorgegebene (positive) Grösse ri aus« 

fallen^ so hat man nur £ < — 9; zu wählen. 

Die Formel (IIa) bietet einen bemerkenswerten Spezial- 
fall^ wenn eine der beiden Grössen f, g, z. B. g überhaupt 
nicht von x abhängt, oder, wie man sagt, eine „Konstante^ 
d. L ein „konstanter''*) positiver oder negativer Wert c 
ist; dann fällt 

g{x) = g{x + Ax) =« c 

bereits in (3) ganz heraus, und es kommt unmittelbar: 

(8) (/■+<:)'=/•'. 

Es empfiehlt sich jedoch, diesen Spezialfall derBegel (IIa) 
dadurch unterzuordnen, dass man — in Übereinstimmung 
mit einer Irüheren Erscheinung (§ 6 DI) — festsetzt: 

(9) j^I^er Differentialquotient nach x einer 
bezüglich x konstanten Grösse ist NulU' 



*) Damit ist jedoch nur ausgedrückt, dass g ^^ Bezug auf die 
Variable x** konstant ist, im Übrigen kann g sehr wohl noch von 
anderen Variabeln abhängen, vgl. die Anmerkung *) auf p. 61. 

10* 
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Dieser HOfssatz — dessen Bedeutung erst bei seiner 
ümkehrung hervortreten wird, die dann eine der Grund- 
agen der Integralrechnung bildet — lässt sich leicht auch 
direkt begriflflich deuten. Denn der Differenzenquotient von c 
hat den Wert Null, gleichgültig wie klein man den Nenner Ax 
wählen mag, mithin auch der Differentialquotient. 

Es kommt jetzt das Produkt fg zweier Funktionen 
f(x), g{x) an die Reihe. Der Differenzenquotient wird zu- 
nächst: 

(10) -^^g) _ A^ + ^^)g(^ + ^^) — A^)g(^) ^ 

^ ' Ax Ax 

Um hier die Reduktion auf die einzelnen Differenzen- 
quotienten von /, g auszuführen, wird man sich, da der 
Nenner stets der nämliche, Ax, ist, auf die Zähler beschränken 
können. Soll nun das zweite Glied des Zählers in (10), 
— f{x)g{x), zusammen mit einem noch unbekannten einzu- 
schiebenden Gliede, auf den Zähler des Differenzenquotienten, 
etwa von g{x), zurückkommen, so wird dieses unbekannte 
Glied ebensowohl den Faktor g(x + Ax), wie den Faktor f{x) 
enthalten, also das Produkt +t{^)g{x + Ax) sein müssen. 
Da sich aber bei dieser Einschiebung nur die Form, nicht 
aber der Wert des Zählers von (10) ändern darf, so ist das 
nämliche Hilfsglied noch einmal, mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen einzuschalten, wodurch (10) übergeht in: 

A(fg) ^ f{x+Ax)g{x+Ax)^f{x)g(x+Ax)+f{x)g{x+Ax)--f{x)g(x) 
Ax Ax 

(10-) =,(.+j.)/^^±^i:^+A.)^-^±^:*) 

Man ersieht daraus, dass mit der vorg^enommenen Um- 
änderang zugleich das zweite Ziel erreicht i!t, dem Ursprung- 
liehen ersten Gliede des Zählers von (10) ein Hilfsglied 
derart hinzuzufügen, dass die Vereinigung beider gestattet, 
den Zähler des Differenzenquotienten von f{x) einzufahren. 
G«ht man in (10') zur Grenze f5r limAx = über, so kon- 
vergieren die Differenzenquotienten von /, g gegen die bez. Ab- 
leitungen, g{x + Ax) gegen g{x)f und es ergiebt sich: 
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(1 1) imgix)}' = f{x)g' {X) + g(x)r {x) , 
oder wiederum kürzer: 

(Hb) {f9)'=f9'+9f- 

„Der Differentialquotient eines Produktes 
zweier Funktionen von x wird ausgeführt^ 
indem man jede der beiden Funktionen mit 
dem Differentialquotienten der andern mul- 
tipliziert, und die Summe beider Produkte 
bildet.« 

Da der zur Herleitung von (IIb) eingeschlagene Weg 
immerhin an einer gewissen Künstlichkeit leidet, so möge 
noch ein zweites, natürlicher erscheinendes Verfahren dar- 
gelegt werden, das überhaupt bei derartigen Fragen von 
Nutzen ist. 

Der ausgesprochenen Absicht gemäss sollen im Zahler 
von (10) die Zähler der einzelnen Difierenzenquotienten von 
f(x)y g{x): 

(12) Af==f{x + Ax) — f{x), Ag = g{x + Ax)^g{x) 
eingeführt werden. Umgekehrt ist also: 

(13) f{x^Ax)^f+Af, g{x + Ax)^g + Ag, 

und durch Einsetzung dieser Werte von f(x + Ax), g(x + Ax) 
in (10) kommt direkt: 

A(fg) {f+Af)(g + Ag)-fg fAg + gAf+JfAg 



(14) 



Ax Ax Ax 



-fZ + ^Ä^ + Ä-x"^^' 

woraus für ^mAx = 0, and damit auch ]imAg = die 
Formel (IIb) hervoigeht. 

Um diesen Grenzprozess wieder genauer zu verfolgen, 
führe man in der rediten Seite von (14) die durch (5) 
erklärten Grössen Sf, e, ein, so wird: 

(15) ^ = f(9' + e,) + gif' + «/) + (/" + e,)Ag, 
oder es wird die zu untersuchende Differenz: 

(16) Ä) _(/•«,' + gf) = fe, + gej + (/" + Sf) Ag . 
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Man kann den absoluten Wert von Ax so klein wählen, 
dass die drei Grössen Cg, £/, Ag, absolut genommen, imter 
einer und derselben, beliebig klein vorgegebenen (positiven) 
Grösse e bleiben, die bereits < 1 angenommen sei: dann ist 
der absolute Wert der linken Seite von (16) sicher kleiner, 
als e{\f\ + l^f] + |/*'| + 1), soll er also kleiner ausfallen, als 
eine beliebig gewählte (positive) Grösse rj, so wird das jeden- 

falls erreicht, wenn man e < ,^, . ■ , . i^,. . . macht. 

^\ + \9\ + \f\ + ^ 
Bemerkenswert ist wiederum der besondere Fall, dass 

eine der beiden Funktionen f, g, etwa g, eine von x un- 
abhängige Grösse ,g ist, dann liefert der Ansatz (10) un- 
mittelbar: 

(17) (c/)' = cf. 

Andererseits geht auch (17) vermöge des Hilf^satzes (9) 
direkt aus (IIb) hervor. 

Kombiniert man den Spezialfall (17) mit (IIa), und nennt 
ein Aggregat von der Form c^/i + c^fi^ -•- +Cnfn} wo 
die / Funktionen von x, die c von x unabhängig sind, eine 
„lineare Kombination*' der Funktionen /]l, f^, . . ., fny 
so ergiebt sich sofort: 

(18) f}T^^T^ Differentialquotient einer linearen 
Kombination von Funktionen f^, tt}***fn von 
X ist: 

xhtl ~f" ^2/2 4" • • • ~t~ ^«/«) = ^l/l 4* ^2/2 "T • • • H" ^M/n» 

Sind hier noch spezieller die f Potenzen von x mit 
natürlichem Exponenten, so kommt man auf die am Ende 
von § 8 aufgestellte Formel für die Ableitung einer ganzen 
Funktion von x zurück. 

Andererseits lässt sich das allgemeine Gesetz (IIb) ohne 
Schwierigkeit auf mehr als zwei Funktionen von x^ die 
wiederum mit f^y f^^ * » -yfn bezeichnet seien, ausdehnen. Für 
n = 3 liefert die zweimalige Anwendung von (IIb): 

(19) {f,Uh)' - {{hU)hy = {fJ,)f,' + fz(fiQ' 
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Für n =» 4 kommt analog: 

(20) {frUühY = {(fJtQfiY = {Af,fB)U +U{kUft)' 

= fx f»Mi + fi Uh'h +fx U 'hh 

Hieraus erschliesst man auf dem Wege der vollständigen 
Induktion^ dass allgemein: 

(2i)(/;/3.../_i/j'=/i4-/„-/„+A/,...c/„+... 

Denn gesetzt^ das Gesetz (21) sei bis zu einem gewissen 
Wert n richtige so liefert für den nächstfolgenden FaJl n+1 
die ursprüngliche Regel (üb): 

(22) (/;/, ...fj^,y={ifj, -Of^,)' =hU "'tJ'r^r 

Setzt man hier rechter Hand für (f^ /« • • • UY seinen 
Wert aus (21) ein^ so ist damit die Richtigkeit von (21) für 
n+ 1 erwiesen: für n =» 2^ 3^ 4 war aber der Beweis schon 
im einzeken geführt. Es gilt demnach: 

(IIb') »Der Differentialquotient eines Produktes 

von Funktionen von x wird ausgeführt^ in- 
dem man den Differentialquotienten jeder 
einzelnen der Funktionen mit dem Produkte 
aller andern Funktionen multipliziert, und 
dann die Summe aller so entstehenden Pro- 
dukte bildet {„Produhtregel^^^ 

Fallen hier speziell alle Funktionen in eine einzige 
/ — f{x) zusammen, so folgt aus (21) sofort: 

(23) (fny^nf^-^f. 

Das nämliche hätte sich auch auf Grund der Regel (I) 
der Funktionen von Funktionen ergeben, denn für: 

y = {f{x)Y = fn 

wird: 
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Es erübrigt noch der Fall der vierten Spezies , der 
Division, von der einzelne Beispiele itgx, cotga;, — 1 schon 
§§9, 11 vorkamen; die Behandlung des allgemeinen Falles 
-V4 = — weicht nur wenig davon ab. Es wird: 

aL 

(25) ^ = — (fcb^) _ M\ 
^ Ax Ax\g{X'^Ax) g(x)} 

1 A^ + ^^)9{^) — 9(^ + ^^)t(^) 

' ^-^——^———^—^^ — • -^^^^^-^— ^— — ^— ^.^— ^^^— ^^^^^^^^^_— ^— ^.^— 

g{x + Ax)g{x) Ax 

Führt man hier wieder vermöge (13) Af und Ag ein, 
so kommt: 



(26) 



g 1 {f+Af)g — {g + Ag)f 

Ax g{g + Ag) Ax 

1 



9(9 + ^9) 



VAX 'AxI' 



la^iL 



und der Grenzübergang für lim Ax = 0, also auch lim Ag = 
liefert: 

-f9' 

<9f 9' 

„Der Differentialquotient eines Bruches 

-\-l- wird ausgeführt, indem man das Produkt 

9{o^) . 

aus Nenner und Differentialquotient des 

Zählers vermindert um das Produkt aus 

Zähler und Differentialquotient des Nenners, 

und die so, gebildete Differenz durch das 

Quadrat des Nenners dividiert» Hierbei sind 

wieder solche Werte von x auszuschliessen, 

für die der Nenner verschwindet (jfQuotienten- 

regeV^,^^ 

Das Gesetz (IIc) lässt sich aber auch direkt aus (IIb) 
herleiten, wenn man sich des einfachen, aber fruchtbaren 
Prinzips bedient: 
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„Zwei übereinstimmende Funktionen von x 
besitzen auch zwei übereinstimmende Dif- 
ferentialquotienten.^^ 

Setzt man nämlich: 

<27) y = p i. e./-=i/y, 

80 sind / und gy zwei übereinstimmende Funktionen^ und 
es gilt somit^ auf Grund von (IIb): 

(28) f' = 9y' + y9'> 

oder, nach y' aufgelöst, und nach Wiedereinsetzung des Wertes 

— für v: 

^ . fg' 

(29) y^^Czi^JjZJL^ffJizifl. 

9 9 9^ 

r, Besonders häufig ist der Spezialfall, dass der Zähler /* von 

— eine von x unabhängige Grösse c, oder auch gleich der 

Einheit selbst ist, dann kommt sofort: 

Ein in § 9 direkt behandeltes Beispiel für (11 c) war 
f{x)=^smx, g{x)=Qo&x: da nach § 9 (I), (II) /''(ic)=cosic, g(x) 
= -^mx, BOwiTdgr-fg' = cos^x + Bm^x = l, mitiun, 
in Übereinstimmung mit § 9 (III): 



/sma;\ 1 

(tga?) =1 = — r— . 

^^ ^ Vcos X/ COS^ X 



cos X 
Ganz analog erledigt sich cotgir = -; — . 

sm X 

Wendet man (II c') B,ufg{x) == a:" an (wo n eine natürliche 

Zahl), so hat man ohne weiteres: 

[ — ] = (x-^Y = 5 — = — nar-"-i, 

übereinstimmend mit § 11 (4). 
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Etwas schwieriger gestaltet sich die theoretische Unter- 
suchung, in welcher Art sich der Grenzübergang von (26) 
zu (II c) vollzieht. ax 

Indem man wieder die Grössen (5): ef== -r /*', 

Aq ^ ' ^ Ax ' ' 

Eg = -7^ — g' in die rechte Seite von (26) einfahrt, entsteht 

/Li X 

zunächst: 

aL 
(30) -± = g(r + g/) — M + ^g) _ gf — fg' , gg/ — f^g 

Ax g{g + Ag) g(g + Ag) g{g + Agy 

Um hier das erste Glied rechter Hand in zwei Teile 

ZU zerlegen, deren einer die rechte Seite von (IIc), ^-^ 

1 . ^1 

ist, vergleiche man den Bruch — ; — 7- mit dem Bruche — , 

^ g + ^g g' 

indem man die Differenz bildet: 

(31) ^ ^ ^^ - 



g g + Ag g{g + Ag)' 

somit lässt sich das erste Glied der rechten Seite von (30) 
in die Gestalt setzen: 



(32) 



gr-fg' 1 gr-fg' Mgf-fgl 



g g + Ag g^ g^{g + Ag) 



und damit liefert (30), falls man noch auf gemeinsamen 
Nenner bringt, als Ausdruck för die Differenz von Differenzen- 

f 
und Differentialquotient von — : 

/qq^ JL _ (L\' - ^9(f9' - gf) + gjger - fa) 
^ ^ Ja; \gl g'(g + ^g) 

Man darf den absoluten Wert von Ax so klein wählen, 
dass die absoluten Werte von Ag, €/, Sg unter einer be- 
liebig kleinen, (positiven) vorgegebenen Grösse e liegen, dann 
folgt aus (33) die Ungleichung: 



(34) 



i _ (A- 

Ax \Q/ 



<^VM^<^^'-^^''+^' + ^^l>- 
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Um Ag aus dem Nenner zu entfernen, soll die rechte 
Seite von (34) abermals vergrössert werden dadurch, dass 
1^ + z(gf| in geeigneter Weise verkleinert wird. Wie nahe 
sich nun auch der Wert von g (4= 0) am Werte Null befinden 
möge, es wird stets möglich sein, einen beliebig, aber fest 
gewählten Wert a zwischen g und herauszugreifen, und Ag 
80 zu wählen, dass \Ag\ nicht nur kleiner als e, sondern 
auch kleiner als |^| — \a\ ausföllt. Da also dann \a\ < \g\ — |zl^| , 
und \g\ — |Jgf| ^ Iflf + Jgf|, somit \a\ <,\g + Ag\ wird, so ersetze 
man Ijf + zlgf| im Nenner der rechten Seite von (34) durch \a\. 

Am einfachsten wird a = ^ gewählt, dann geht (34) über in: 



(35) 



Ax 



-©• 



*7 i7 I 



„Daraus geht hervor, dass die linke Seite 
von (35) unter eine beliebig kleine (positive) 
vorgegebene Grösse 97 sinkt, sobald man 6 
den beiden Bedingungen unterwirft: 

(36) i^'l^l^ ^i,,. 

Den Abschluss der allgemeinen Begeln zur Bildung des 
Differentialquotienten bildet die Lösung zweier fundamentalen 
Aufgaben, von denen die eine bereits am Ende von § 11 
formuliert war : „Wenn eine funktionale Abhängigkeit zwischen 
y und X dadurch festgelegt ist, dass zwischen y und x eine 
Gleichung (Relation) besteht, hieraus den Differentialquotienten 

-^ zu ermitteln, ohne die Gleichung nach y aufzulösen." 

Indem man sich in der Gleichung zwischen y und x 
bereits alle Glieder auf die linke Seite geschafft denkt, kann 
man sie in der Gestalt ansetzen: 

(37) 9'(^,^)-*0, 

wo <p ein mathematischer Ausdruck ist, in den ausser festen 
Zahlwerten resp. ausser Grössen, die von Xy y unabhängig 
sind, zwei veränderliche Grössen Xy y eingehen; ein solcher 
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Ausdruck <p {x, y) — wie er im Falle einer ganzen Funktion 
schon in § 8 auftrat — heisst eine ^^Funktion der 
beiden Variabein Xy y^^j wenn, wenigstens innerhalb ge- 
wisser Intervalle von Xy y jedem Werfcepaar Xy y ein einziger, 
bestimmter Wert von (p zugehört. 

Die bisher behandelten Falle einer Funktion y = f(x) 
ordnen sich unmittelbar dem neuen Ansätze (37) unter, so- 
bald sich nämlich der Ausdruck <p {x, y) auf y — f{x) 
reduziert. 

Für diesen besonderen Fall q){x, y) = y — f(x) sagt 
man, dass durch (37) die Grösse y als „explizite^' (n^nt- 
wickelte") Funktion von x, in jedem anderen Falle da- 
gegen, dass y durch (37) als „implizite^' („unent- 
wickelte") Funktion von x definiert wird. 

Um nunmehr die Aufgabe der Differentiation von y nach x 
in dem allgemeineren Falle (37) zu lösen, ahme man möglichst 
das Verfahren nach, das ursprünglich (§ 8 (V)) zum B^riffe 

des Differentdalquotienten y'= g führte; nur mit der Modi- 

fikation, dass alle Formeln jetzt so geschrieben werden, dass 
rechter Hand die Null erscheint 

Um also zunächst zum Begriffe des Differenzenquotienten 
zu gelangen, wurde in: 

(38) y-f{x)^0 

X dnrch x -|- Ax, und damit zugleich y durch y ■\- Ay ersetzt: 

(39) yj^Ay — f{x-ir Ax) = 0; 
sodann vrurde (38) von (39) subtrahiert: 

(40) Ay - {fix + Ax) - f(x)) = , 
beiderseits mit Ax dividiert: 

ij,.^ ^y f{x + ^g) — f{x) ^ 

^^^> Äi~ Ax ~"' 

und dann zur Grenze lim Ax = übeig^angen: 

(42) ^-m=o, i.e. g=m 

Analog gehe in (37) x isi. x-\- Ax, y m y -\- Ay über: 
(43) ^{x + Ax,y + Ay) = 0. 
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Man subtrahiere (37) von (43): 
(44) (p(x + Ax, y + Ay) — (p{x, y) = 0, 

dividiere durch Axi 
/45) y(a; + J^, y + Ay) — cpjXy y) _ ^ 

ZI X 

vmd versache nunmehr, in der linken Seite von (45) so zur 

Grenze \xmAx = (i überzugehen, dass es gelingt, den ge- 

dti 
suchten Differentialquotienten y'= ;^ aus (37), (45) vermöge 

ax 

bekannter Bildungen zu ermitteln. 

Nun war oben (10'), bei der Herleitung des DifFerential- 

quotienten eines I^oduktes f{x)g{x) eine ganz ähnliche, 

nur spezieUere Au^be aufgetreten, insofern im Differenzen- 

quotienten von f{x)g{x): 

f(x + Ax)g{x + Ax) — f{x)g{x) 

ZI X 

der Grenzprozess lim Apo =^ vollzogen werden sollte : es geschah 
das durch Einschaltung der beiden Glieder + g{p^ + Ax)f{x) 
im Zähler von (46). Nach diesem Vorbild wird man im 
Zähler von (45) die beiden Glieder +(p{Xfy + Ay) ein- 
schalten [wo also (p(x + Ax,y) aus dem ursprünglichen Aus- 
druck q){x, y) dadurch hervorgeht, dass nur x um Ax ge- 
ändert wird, während y seinen gerade gewählten Wert bei- 
behält], dann nimmt (45) die Gestalt an: 

(47)-^<9?(a;+z(a;,y+z(y)-9?(a;,2^+J2/)+9P(Ä;,y+Jy)-9?(:r,y)> 

= 0, 

oder auch, durch eine der damaligen (10') analoge Zusanmien- 
fassung: 

^^j^^r. (p{x+Ax,y-\-Ay)-(p{x,y+Ay) (p{x,y+Ay)-(p(x,y) ^^ 
^ Ax Ax ' 

Hier besitzt der erste Quotient linker Hand im wesent- 
lichen die Gestalt des Differenzenquotienten einer Funktion 
von a:, nur mit dem einen Unterschiede, dass ausser der 
Yariabeln x, auf die sich der Prozess der Differenzenbildung 
bezieht, noch eine variable Grösse y + Ay erscheint, die aber 
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während des in Bede stehenden Prozesses unverändert 
(konstant) bleibt^ also genau dieselbe Rolle spielt^ wie jede 
andere in (p{x,y) etwa vorkommende konstante oder von x 
unabhängige Grösse. 

Wenn demnach Ax gegen Null konvergiert, so kon- 
vergiert der fragliche Differenzenquotient: 

(p{x-\'Axyy-\-Ay) — (p{x,y+Ay) 

Ax 

nach der Definition von § 8 (V) gegen den Differentialquotienten 
von ip{x-\'Ay) nach Xy und da auch lim Ay = 0, gegen den 

von (p{x,y) nach x^ der mit \. oder kürzer -^ zu be- 
zeichnen sein wird. 

Das nämliche Verfahren lässt sich bei dem zweiten 
Quotienten linkerhand von (47') einschlagen, sobald man 
noch das bei dem Beweise der Regel der Funktionen von 
Funktionen (§11 (8)) benutzte Hilfsmittel der Erweiterung 
mit Ay heranzieht, also schreibt: 

,^gx y(a?,y+z<y) — y(a;,y) ^ (p{Xyy+Ay) — (p{x,y) ^ Ay 
^ ^ Ax Ay Ax' 

Auf der rechten Seite ist hier der Faktor: 

<p(x,y+Ay) — <p{x,y) 

Ay 

wiederum ein gewöhnlidier Differenzenquotient, nämlich der 
Funktion <p {Xy y) bez. der unabhängigen Variabein y, 
während x jetzt dabei die Rolle einer Konstanten übernimmt. 
Lässt man nunmehr Ax gegen Null konvergieren — was 
in Folge der Abhängigkeit (37) bewirkt, dass zugleich Ay 
gegen Null, konvergiert — , so geht der in Rede stehende 

Faktor über in ^ ' ^^ oder kürzer geschrieben -j^, wäh- 

A tj 
rend der zweite Faktor -t^ in (48) zu dem gesuchten Diffe- 

dy 
rentialquotienten -^ = y' wird. 

ax 

Somit entsteht durch Grenzübergang aus (47'): 

<«' äf + g'-o. 

i. e. 
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(49') y'==- 



d(p ' 
dy 

Es erweist sich als zweckmässige den Charakter der 
Differentialqaotienten -p-, -^y in denen je ausser der un- 
abhängigen Variabein noch eine zweite Variable auftritt^ die 
aber für den jeweih'gen Differentiationsprozess unverändert 
bleibt^ durch geeignete Benennung und Bezeichnung kenntlich 
zu machen. Man nennt sie die ^^partiellen Differential- 
quotienten (oder Ableitungeny^ von <p{Xy y) nach x resp. y 
— im Gegensatze dazu den früheren Differentialquotienten 

df(x) 
\y den „totalen^^ von f{x) nach x — und bedient sich, um 

den vollzogenen Grenzprozess anzudeuten, eines nach links ge- 
schwungenen d-Zeichens: -q^, -—-, oder auch noch kürzer 

öx oy 

der Zeichen q)^, (p^j dementsprechend, dass Xj y auch die 
erste resp. zweite Variable heissen. Damit erhält das Er- 
gebnis (49) die Formulierung: 

III. ,,Ist eine funktionale Abhängigkeit 
einer variablen Grösse y von einer variablen 
Gröfse X in impliziter Form durch eine 
Gleichung (p{Xyy) = gegeben, so erhält 
man den totalen Differentialquotienten 

~- =y', indem man den partiellen Differential- 

quotienten von tp nach x: 9?^^ = ^ = ^^ 

O X O X 

dividiert durch den partiellen Differential- 

quotienten von (p nach y: q?^ =-^ = l 

dy dy 

und das negative Vorzeichen hinzufügt*) 



*) Die Regel lU lässt sich gemäss (49) am leichtesten in der 

symbolischen Gestalt dx -^ 4- dy ^ = merken, deren linke Seite 

dx dy 

man sich mit dx, wie mit einer endlichen Grösse, dividiert denke, 

wodurch sie die reale Form (49) annimmt. 
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Hierbei sind wieder solche Werte von x aus- 
zuschliessen, für die vermöge q){x, ^) = der 

Nenner -tt- verschwindet/' 

Um den absoluten Wert der Differenz zwischen Diffe- 
renzenquotient -p und Differentialqnotient y', also nach (49^) 
von -T^ + — , für ein geeignetes Ax unter eine vorg^ebene 

ZI X Q!?Q 

Grösse rj herunterzudrücken^ gehe man von (47') aus und 
setze: 



(50) 



A(p{Xyy+Ay) 
Ax 

Ay 



^(Piip^>y+^y) + h> 



= <P${^f y) + «« = 9^a + «a> 



q)i(x,y+Ay) = (p^{x, y) + e^=^(pi + e^, 
dann geht (47 ') nach Division mit q)^ über in: 

(51) 



<P2 Ax 



und für 

(52) 

(51') 



^y 



J^ + ;j| = — - («1 + «3 + «2^'+ «20- 



Man kann Ja; so klein gewählt denken^ dass e^ — und 
zwar nicht nur für den Wert y + Ay des zweiten Arguments^ 
sondern für alle Werte des letzteren zwischen y und y+Ay — , 
zweitens e^, und drittens — falls (p^ix^y) aJs stetige Funk- 
tion von y vorausgesetzt wird — auch e^ unter ein und der- 
selben beliebig kleinen (positiven) vorgegebenen Grösse d 
liegen; endlich kann e^y absolut genommen^ jedenfalls < 1 
angenommen werden. 

Geht man sodann in (51) zu den absoluten Werten über, 
so hat man: 



(520 



Ax 



+ <£! 



q>2 



m\ 



(55) y' p ±^, 
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soll also die rechte Seite, und damit um so mehr die linke 

Als Beispiel fiir die Kegel HE diene die oben, (1), (2), 
anders behandelte Mittelpunktsgleichnng der EUipse: 

(53) ^(a;,y) = |!+|!_l = 0. 

Hier wird] 

_dtp 2x _d<p 2y 

und somit nach HI: 

in üebereinstimmnng mit (2). 

Analog kommt for die Mittelpmiktsgleichung der Hy- 
perbel (§ 5(26)): 

(56) ^(^,y)^^_^_l==0: 

(57) j^ = H ^. 

Der frühere Fall der expliziten Funktion: 

(p{Xyy) = y — f{x)^0 

liefert 9?^ = — f{x\ <p^ = 1, also nach lH y'= f{x), wie es 
sein muss. 

Der eben erledigten Aufgabe, den Differentialquotienten 
einer impliziten Funktion von x zu ermitteln, läuft eine 
andere, oben schon in Aussicht gestellte, rein äusserUch be- 
trachtet, bis zu einem gewissen Grade parallel, wenn auch 
der begriffliche Inhalt ein allgemeinerer ist. 

Es werde wiederum ausgegangen von einer Funktion 
<p{x,y) von zwei Yariabeln x, y, zugleich aber festgesetzt, 
dass X und y Funktionen einer dritten Yariabeln u seien: 

(58) ^ = A«)^ y^gif^)' 

Denkt man sich diese Werte von x, y in <p(Xyy) ein- 
gesetzt, so wird q){Xy y) zu einer Funktion von u allein: 

W. F r. M e 7 e r , BifferentialTechimng. 1 1 
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(59) q){x, y) = (p{f{u), g{u)} ^ <p(u); 

wie kann man den totalen Differentialqaotienten -p auf be- 
kannte Bildungen zurückföhren? ^^ 

Offenbar Ifisst sich die vorliegende Frage ab eine Er- 
weiterung der in I gelösten ansehen; wenn nämlich y gar 
nicht von u abhängt, so reduziert sich q){Xf y) auf eine 
Funktion (p von /*, wo f eine Funktion von u ist. 

Lasst man u in u + Au^ mithin x iu x-^-AXy y in 
y + Ay übergehen, so entsteht der Difierenzenquotient: 

(60) ^ =. ip{x+Axyy-\'Ay)^q>(x,y) 

^ ' Au^ Au ' 

wo der Zahler der rechten Seite, ganz mit dem Zahler der 
linken Seite von (47) übereinstimmt. Indem man sich daher 
des nämlichen Einschaltungsprozesses bedient, der (47) in die 
.Grestalt (47') brachte, erfaüt man: 

A(p_ (p{x+Ax,y+Ay)—<p(x,y+Ay)+(p(x,y+Ay)'-(p{x,y) 
Au'" Au 

(61) __ jp{x+Ax,y+Ay)—(p(x,y+Ay) (p{x,y+Ay)—(p{x,y) 
"~ Au Au ' 

Die beiden Brüche rechterhand werden nach dem Vor- 
bild der im zweiten Oliede von (48) vorgenommenen Er- 
weiterung umgestaltet, dann kommt: 

Aq> (p{x+Ax,y+Ay) — q>(x,y+Ay) Ax 



(62) 



Au Ax Au 

(p{x,y+Ay) — (p(x,y) Ay 



+ 



Ay Au 



^ Aip{x,y+Ay) ^ Ax A<p{x,y) ^ Ay 
Ax Au Ay Au' 

Nunmehr kann, wie bei (48), der Grenzprozess fiir 
lim Au=^0 unmittelbar vollzogen werden, und liefert: 

(ao\ ' ^^ d(pdx_^d(pdy 

V^^J '^^dii^d^dü'^d^du^ 

wo die totalen Differentialquotienten aus (58) zu entnehmen 
sind: 



(64) 
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dx _^ df(u) d'y dg(u) 
du'' du ^ du du 



Ein besonders häufiger Darstellungsfall von (59) wird 
der sein, dass die dritte Variable u mit der ersten, x, zu- 
sanunenfäUt: 
(58') x^x, y-^g(x). 

Dann ist- in (63) J durch ?«1, ^ durch ^^y' 

au ax au ax 

zu ersetzen:. . 

WO die rechte Seite genau das Aussehen der linken Seite 
von (49) besitzt. 

Ein zweiter widitiger Darstellungsfall von (59) ist der 
einer impliadtoi Abhängigkeit zwischen x und y: 

(58") v'(^,y) = o, 

80 dass gemäss (49') för y' erhalten wird: 
(65) y' Vi» ^ 



^2 dtp ' 

dy 

Setzt man diesen Wert von y' in (630 ^^i ^^ ^^^ ^^^ 
als dritte Formel für q)': 

d(p d\p dyj dq> 

(63") w'— ^^ = ^^ ^^ ^^ ^^ ^ 9iWn^ ^V^i 

dx dtp "* V» ' 

dy 

Man nennt die in der Analysis häufig vorkommende 
Bildung q^itp^ — 9^iVi ^^^ „Funktionaldeterminante" 
der beiden Funktionen <p(x, y), ip(x, y). 

Die Ergebnisse (63), (63'), (63") mögen m dem Satze 
zusammengefasst werden: 

rV. „Wird eine Funktion (p{Xyy) zweier 
Yariabeln Xy y dadurch zu einer Funktion 
einer einzigen Variabein, dass zwischen x 
und y eine funktionale Abhängigkeit besteht, 

11* 



^ 



164 § 13. Differenüalqaotient einer Funkt. Ton 2 Funkt einer Yur. 

80 sind je nach der äasseren Form dieser 

Abhängigkeit: 

a) X, y sind explizite Funktionen einer 

dritten Variabein u; 
ß) y ist eine explizite Funktion von x] 
y) y ist eine implizite Funktion von x^ d. h. 

es besteht eine Relation \p{Xy y) » 
die drei Darstellungsformeln für den totalen 
Differentialquotienten q>' von 99: 

dq) dy) dq? dtp 

aVy) q>'^ ga; dy dy dx ^ (PitPj — q^Wt 

dtp tpf ' 



dy 

WO im letzten Falle der Fall y;^ » auszu- 
schliessen isf 

Man beachte hierbei den begrifflichen Unterschied der 

Eine wichtige Anwendung des Satzes IV wird sich u. a. 
in der Theorie der ,,Maxima und Minima mit Neben- 
bedingungen'' (§ 18) zeigen. 

Der Satz IV; insbesondere die Formel (IV a) ist einer 
naheliegenden Verallgemeinerung fähig. Sei eine Funktion 
q>(Xf yy e) von drei Variabein x, y, e vorgelegt, die selbst 
alle Funktionen eineir einzigen Variabein u seien, so kommt: 

,Q^.Aip __ q>(x+Ax,y+Ay,e+Ae)^(p{x,y,e) 
^ ^ Au~ Au 

^ ip{x+Ax,y+Ay,ss+Ae)—(p{x+Ax,y+Ay,0) Az 

Ae Au 

(p{x+Ax,y+Ay,e) — (p(x+Ax,y,e) Ay 

Ay Au 

<p{x+Ax,y,e) — (p{x,y,e) Ax 
Ax Au' 
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man hierin Au g^en Null konvergieren^ so ent- 
steht der gesnöhte totale Differentialqnotient q)' von tp nach u: 

Die j^^<Pi9 äj""^«' Jz^^^ wiederum par- 

tielle Differentaalquotienten von q>^q>{Xfyye) in dem Sinne, 
dass jeweils immer nur eine der drei Grössen x^ y^ e 9\& 
unabhängige Variable fungiert, die beiden andern dagegen 
als Eonstante. Da die Ausdehnung auf mehr als curei 
Grossen x, y, .. . auf keinerlei Sdiwierigkeit stösst, so 
gilt der allgemeine Satz: 

IV'. Wird eine Funktion der Grossen 
^9 Vf ^i • • - dadurch zu einer Funktion einer 
einzigen Grösse u^ dass alle Grössen x^y^e,... 
als Funktionen von u vorausgesetzt werden, 
so ergiebt sich der totale Differentialquotient 

97'=»^, indem man der Reihe nach jeden 
der partiellen Differentialquotienten von 
<p(x, y, z, . . .): ^f > 5^> ^f^ • • • multipliziert mit 
dem bezäglichen totalen Differentialquo- 
tienten -j-, 3^, -j-f . . ., und sodann die Summe 
au du au 

dieser Produkte bildet.^' 



§ 14. Übungsbeispiele zu den besonderen nnd 
allgemeinen Differentiationsregeln. 

Es wird sich empfehlen^ vor den theoretischen An- 
wendungen der bisherigen Entwickelungen auf Analysis und 
Greometrie die besonderen wie die allgemeinen Regeln für die 
Differentiation von Punktionen einer unabhängigen Variabein 
an einer Reihe von Ubungsbeispielen zu erproben. Wir 
werden uns dabei in der Auswahl der Beispiele davon leiten 
lassen, solche Funktionen zu bevorzugen, die in den spateren 
Anwendungen der Differential- und Integralrechnung vor- 
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kommen. Benützt ist die empf elilenswerte Au^abensamm- 
lung von H. Dölp (Giessen^ 7. Aufl., 1898, heiausgeg. von 
E. Netto). 

A. Differentiation algebraischer Funktionen. 
(1) y:=4ax^; y'= 5 • 4aa?*= 20aÄ*. 

2) y^ — ; y'= -— = — -. 

a a a 

l 1 L_i 1 -i 1 

(4) y ==^'j/x=^x*; y'=^—x^ =^—x * 



2 2 .2ix 

8-2 - — 1 2 -^ - 2 1 
(5) y=-y^=-a:8; y'=^a;» =^a:^» = -..^, 

yx 
1 -- 1 ---1 1 -- 11 

^ ^ ^ y^ ^2 2 2]^ 

(7) y=x'Yx==x*; y'— g**^ *°2^*°°°2^* 
/m y^ «* a;« \-l -ü 

(8) ^=-^==--7-1 — I-** '-^ •; 

y* a; • a;' a; ' 

11 -^-1 11 -^ 11 1 11 1 

y = — s"^ = — ß-^ = 



(9) 



^ ^ ^ >^ ^ «?*y^ 

/ — ifi 5 I 

, 7^-1 7 i 7*;- 



Für diese Beispiele reicht die Benutzung der allgemeinen 
Potemsn^ (a?*)'«na;*-i(§ 11, Formel (13)), aus, da kon- 
stante Faktoren nach der speziellen Produktr^el (§ 13, 
Formel (17)) als solche zu belassen sind. Für ^e nftphst^ 
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folgenden Beispiele ist es zweckmassig resp. notwendige sich 
der Kegel der Funktionen von Funktionen (§ 11, Formel (I)), 
zu bedienen. 

(10) y == (a — ixYf also y =m^ u = a — hx, -^= 3m*, ;?" "^ "" ^^ 

Eine KontroUe ergebt sich nach dem binomischen Satze; 
(§ 6) und der Kegel für ganze Funktionen (§ 8, Ende): 

y = {a — bxY = a^ — Sa^bx + 3ah^x^ — b^x^; 

y'= — 3aH + 2 . 3ab^x — 3¥x^ 

= _ 36 («2 — 2abx + b^x^) = — 36(a — bx)». 

i^H\ l IV a ^ dy ^- du ,1 



^ \ XI x^ x^ 



/-irtv 1 1 . -L dy 1 rftt , 

(12) y= — — =— ; y = -, M = a + &a;, ;^=^- -,-— = 6; 

a'\-bx' ^ u du u^ dx 

1 ^ 



(a + bxy (a + bxY ' 

(13) y=}^+6^;y=l^=MSM = a + K? = r4=(s-W)^ 

du 2yu 



du , 

5^ = ^' 



y'=-_L=.6 = 



2 ya + Ja; 2yo + 6a;* 



(U) y = y2p«; y = yM, M = 2i)a;, -^= — p, -^ = 2i); 

au 2 yu dx 



2y2pi y2^ l' 2a; 
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du , 

= — 6; 



y'=--=i==.(-&) = 



b 



2}f{a — bx)^ 2-}/(a — bxY' 

(16) y=ya::6^;y=>^,f*=a-&^^g=^,^=--26^^ 

y'= ^; \ • (- 2M = - ^"^ 



2ya — b^ y« — bx^ ' 

Analog hat man: 



(16 a) y = yS« + ^; y'= 



o; 



ya» + x^ ' 



(17a)y=y5T^; y = yi^, w = a + rr, ^ = --^, ^= 1; 

eui 2yu ax 



y'= 



2yä+äj* 



(17b)y =ya — a?; y = yi7, w = a — a;, -^^——,-^ = — 1; 

du 2yu dx 

2}/a — x' 

Mithin kommt durch Zusammensetzung von (17 a) und 
(17b) gemäss der Sunmienregel (§ 13^ Formel (IIa)): 

(17) y = i^r+^ + ir=ri; y'=l/ 1___^=\ 

2{ya + x yct — xl 

_ 1 ^a — X — ^a + X 
2 ^a^ — x^ 

Mittels Hinzunahme der Produkt- und Qnotienten-Begel 
(§ 13, Formehl (Hb)^ (II<^)) erledigen sich die nächstfolgen- 
den Beispiele: 
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(18) y = {a+ x)ya — X = f{x) ' g{x); 

f'= 1, g'= - ^ (s. Nr. 17b)); 

2ya — X 

y'= fg'+gf^ (« + «) r^ — + 1 • y^"^^ 

2^a — x 
_ —{a + x) + 2{a — x) a — 3x 
2^la — X 2^a-^x' 

(19) y = |ySM^; f=^,g^^^äH^»,r=-^„ 

9'= -r== (8. (16a)); 

X ya^ + a;» x^ x^ ^a^ + x^ 

= — —^— 
x^'j/a^ + x^' 

(20) y = ^ = ^; r=-i,g'= + i. 

,_gr-fg' _{l+xH-i)-{i—x).i 2 



y - 



9' (1 + X)' (1 + x)*' 






' (1-,S) 



8 



_ 1 — ys"+i + ys'_ 



2|^(i— y^* ^ii—-fc)*' 



(22) y=|/^±|^»]^ = (; f= 



^ = 1^ 



*a; -j/a — hx 9' 2ya + 6a;' 



2ya — ia?' 
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ya — bx» — , +ya + hx ' — . J 

2ya+hx 2ya—bxia—bx 

__ 2ab 1 ^ ab -i/a — bx 

"~ 2ya« b^x^ « — bx^ {a — bx^fa + bx' 

B. Trigonometrische und cyklometrische Funktionen 
(§ 9, Formeln (I)— (IV); § 10, Formeln (I)— (IV)). 

(23) y = 8m(a;"); y = sinw, u=^x*^, -p==co8w,-r- = niP**"*^; 
y'«= cos (af ) • nx^^^ . 

(24) y =* sm^ x; y == m^^ m = sm a:, -p === 2m, ^ = cos x] 
y'a-r 2 sin o; cos a; « sin (2a;). 

(25) y = 7 r- : y =» m-*», m = cos a?, ^^ = — nw""*»—^, 

^ '^ ^ - (cosic)*» ^ ^ ' f äu 

du 



, =s — smo?: 
dx 



, nsino; 

V =-- i . 

cos**+^ X 

(26) y =tgx — cotg x; 



,_ 1 / 1 \ _sin*a;+ co8*a;_^ 1 

co8*a? \ &m^x) 8in*a;cos*x "^sin^iccos* 

I« \8in2a:/' 



(28in:z; coso;)' 
(27) y = 3sin ic — 4sin^a;; 

y'= 3co8 o; — 3 • 4sin2 x cos a? = 3cos x{l — 4sin'a;)* 

Nach der Trigonometrie (s. diese Sammlung, Bd. III| 
§ 46, (7)), ist cosir(l — 4sin*a;) = cos3a7, denn man hat 
cos 3x = cos {2x + x) = cos 2x cos x — sin 2a? sin x = cos x 
(1 — 2sin*a?) — 2 Bm^x cos a? = cos x{l — 4sin*a;). Somit 
■wird: y'= 3 cos 3a?. In der That ist (1. c.) y = sin3a?. 
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(28) !/ = (xtgx)^; y = wS u^xt^x, ^ = 2u, 

du X , ^ x + 8inxcoBX 2a?+8in2a; 

da? cos^ic ^ cos^ic 2co8*a? ' 

. ^ 2ic + sin 2ic 
^ ^ cos» o; 

/rtri\ * — ^ <^^s X f j^ ^ . , , . 

(29) y= — r-T =»— ^ r ==0 81113?, J = — osino;: 

^ ' ^ a + 6cosa? g 






(a + 6 cosa;)2 
2a& sin 07 



<(a + 6 cosa;) -1 — (a — 6 coso;) • ( — 1)> 



(a + 6 cos (cf * 

(30) y =» sina? — iccosrc; y's= cosa; — { — x mix + cosa:) 

= a?sina;. 

(31) v»»arcsin — : ys=arcsm«*, w = — , ~^—==l . 
^ ^ ^ a? ^ a; aw yi t«» 

c2u 1 



/ — 



11 1 



yi-«2 «* i/; T «* «ya;» — l" 



i 



/Qox . a» — a:» . f a^ — x^ 

(32) y=arc8in— T— — T^=.arcsinw, M^4-=r— — — -, 
^ ' ^ a^ + x^ g a^ + x^ 

dy 1 1 



a* + a?2 a» + x^ 



y{a^ + x^Y — («2 — x^Y y4a2a;» 

^ ag+^' dw _ (gg+a?») (--•2a;)— (a>— a;») 2a? 
"" 2aa: ' dx "" (a* + a;»)» 

4a2a? 
"" ~ («2 + a;2)2 '' 
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,__ a* + x^ Aa^x 2a 

^ 2ax * (a* + x'^Y ^~ a^ + x^' \ 

(33) y = aresin yi — x^ = arcsini«^ u = yi — x^ = y» , 

t; = 1 — x^; 
dy ^ 1 _ 1 1 

du "" yi_M« " yi — (1 — x^) " ^ ' 
dw_l__ 1 (it?__ 

rft; "" 2ytr~ 2yi -^a;«' ^^ ~ ' 

, (7v ätt dt? 1 1 / o X ^ 



dw dt; diP X 2yi — a:* yi— a;* 

,^.v 6 + acosa? / 6 + acosa? 

(34) y=arccos — Vt = arooo8t«, t# = - = — r-r ; 

^ a + 6cosa; g a + ocosÄ? 

dy_ 1 _ 1 

cosa?\* 



yi — tt^ lyC /6 + acosa?\ 

f va + ftcoso?/ 



a + & oos a; 



y(a + 6 cos xY '. — (6 + a cos xY 
_ a + ftcosa? 

~ ya» — 6» — cos^a: (a* — 6«) 
— ^ a + &cosa; 

sin a; ya* — 6* 

dti _ (a4-6cosa?)(— asina;)— (6+«cosa;)(— ftsina:) 
dx ~~ (a+ftcosa?)* 

_^ si]ia;(a2 — 6*)^ 
*" (a + ^cosa?)* ' 

,_ a + & cos a; ( — sin x) (a^ — 6^) 
^ ^ ^ sinaryo«"^^^ {a + b co&xY 

^a^ — b^ 

"" a + 6 cos a? ' 
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/oc\ ^ — ^ t d — X 

(35) y = arccos = arcoosu . w ?= — = ; 

X g X ' 

dy 1 1 



du yi — ^2 ^r (a — x) 



f^^ 



13 



X 



y2ax — «2 ' 
_ a?( — 1) — (g — a?) _ a ^ 



/=- 



dx x^ x^ ' 

X a 



^2ax — a^ ^^ x^2ax 



a __1 1 / a 

r,x — a*^x Y ix — a 



(36) y =-=arcsma?l/- = -prarcsm«, u=^x'\/zL\ 
dy 1 1 11 



du /ftyriT^ y6Wj._^^6 




t2t« 



6 y« — 6a:2 ' ^^ 



=}^' 



^ ^ 1 ,/» 1 




* y« — ix^ r« y^TTj^* 



/p f X 

(37) y = arcein -p== = arcsint«, « = — = 



yi + a;» ^ yi + a;2' 

rf« yi — M« -.r ^^ yi + a;» — «* 



«* T/r^ 



ir*> 



+ X^ 

X 



yi + a?2 . 1 — a;. 



rfw yi + a?2 

da: "~ 1 + a;2 

1 -|- /p2 — a;2 



(1 + x^) yi + a?2 (1 + a?2) yi + a:2 ' 
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1 1 



/= yi + X* 



{l+x*)il + x* 1+«» 



(38) y =arctgl/Y— -| = arctg», «=y», 

f 1—x 
V = — = : 

g 1 + «' 
rfy_ 1 ^ 1 

d« 1 + u* ^ , 1 — a; 

^ + i+¥ 

14-^ 1 +a: 



rft^ ^ (l+a?)(— 1) -> (1 — a?) (1) _ 2 

da? "^ (1 + a;)2 ~ (1 + x)^ ' 



^^ 2yv i/rir^ 2 yrrz^' 



, l+a: 1 yi+^ 

i^ O O */^ 



2 



2 2 yr^I^ (1+a:^» 

111 



2yi— a; yrr« 2 yi — «« ' 

X ' T X ' 

(39) y = arccotg . == arocotgu, m =- = -==, 



dy ^_ 1 ^ 1_ 

5w 1+w' 1+ ^* 



--(1-a:«), 



dw _ ' ' yi — ip2 



yi — a;« . 1 — 

da; 1 — ic» 

1 — a?« + a;a 



1 — a;2 
x{ — x) 



(1 — a?») yi — a?» (1 — a:») yi — a;2 ' 
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»'=-(1-««) 



(1 — a;») yi — «« yi — ««' 



yi j_ /p» 1 

(40) y = arccotg ■^— = arocotg«, 

00 



f n + x» — i 

« = — = -^ : 

9 X 

dy ^ 1 ^ 1 

dM 1 + »« (yi + a;» — 1)* 

^+ x^ 



a^ + (1 + ic») + 1 — 2yi + a;* 
^ «» 

~ 2(i+ic*— yi + «*) 

~ 2yi + a;»(yi + a;« — l)' 

a; -pJ= — (yi + a?« — l) • 1 
<ftt^ yi + a;« ' 

da; ~~ a;* 

xi — yi 4- a;» (yi + a;» — l) 
a?2 yi + ä;» 

_ a?« — (1 + a;g) + Vi + ^^ _ Vi + a;^ 



a:« yi + rc« a?«yi + a;« 

,_ c^ yi + agg — 1 

~ 2yi + a;«(yi + ic2_i)* ä;2 yi + x^ 

^ 1 1 _ 1 

" 2yr+^'yrT^" 2(i + a;2)' 

1 1 — J- 

(41) y = arccotg "7= = arccotg w , w = -p: = ar *; 

y^ ix , 
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dy ^ 1 __ 1 _ X 

dw""""l + ««"""^ 1 l+x' 

X 

du 1 1 



y'=- 



dx 2}ßfi 2xix' 

X \ l 



1 + « 2x-{x 2 ix{\ + x) ' 



(42) 



-, /a — X /— a — X 
y=aarctgl/ = aarctgt«^ u=yv, t; = ; 

dy 1 1 ao; 

= flt. ^ — r = a* = — ; =x, 

du 1 + w* II® — ^ a; + a — x 

du _ 1 _ 1 _ -fö 

d^ 2-fv i/a — a; 2ya— a?' 



^^ 



a; 



dt; _ a? (-- 1) — (g — x) __ a 
dx ~ a;* "" rc* ' 

y'=a: ' 



2ya — i» ^^ 2 yS^ya — ic 

a 



2yaa; — a?* 
Kombiniert man dies Ergebnis mit dem Differential- 

quotienten von ^ax—x^y nämlich {^ax — x^) = — . , 

2yaa; — x^ 

80 erledigt sich auch die Differentiation von: 



(43) 



y = yaa? — a;^ — a arctg 1/ ; 

a — 2x , a 2a — 2x 

y'" ^ ) — == + 



2yax'-x^ 2 yaa; — a;« 2yaa; — a;» 

_ a — a; ___ -i/a — a; 
ifxl/a — X f ^ 
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C. Ezponential- und logarithmische Funktionen 

(s. § 12, Fonnel (ß), (HI)). 

dy du 

(44) y-c«* = e-, w^ax; ^ = e- = c«*, j^""^' 

(45) y- 2 ; /= 2 ; y'' 2 y. 

(46) y-(^(a:-l)»/]?; f « e»', (/'=1; 

,_^ ^/* — /jjf' a:" • c* — e* • na:"-^ ef^x^"^ {x — n) 

ef^{x — w) 



(48) y = yc»« =- }^; w = c»«', 



du 2^ 2y^' 
^ = ae'»(8. (44)); 



a 



(49) y =a*8*«a«; tt = tga;, -^ ^ aHa =- a^Ha y 

du 1 



da: cos^a;' 

cos^a; 

(60) v»2(a — x) = lu; u^a — x. -^ = — = 

du _^ 

/=_i— .(-1) = — L-. 
a — X ^ X — a 

W. Fr. H e y e r , Differentialrechnimg. 1 2 
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(51) y = l{af) = nlx; y'=^. 

(52) y = ll = -lx; /=-!• 

(53) y = Z — ; — = Zw: tt = — ; — = -, v^a + x. 

^ ' ^ a + X a + XV 

dy 1 a + X du a a 



du u a ' dv v^ {a + xy * 

dv __^ 

, a + X a ^ 1 



a (» + ^)* a + X 

(54) y =i(«+yi + a?2) = Zf«; u = x+'^l + x^; 
dy 1 1 






, 1 a? + Vi + a;« 



Ä;+yi + rp2 yr+^ yr+^' 



(55) y = Z — !— ^ = ?w, w = — —^ = ^ ; 

dy 1 x 



du u a + ia^~^ x^ ' 

__ — x^ — a'^a^ — a?* — (a* — rr*) 

_ -~«ya« — a?» — g» __ a(fiJ^^a^ — x^) 
x^ ^a^ — a?« "" a:8y«8 _ a?» ' 
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, X a{a +y«^ ^ ^*) 

a + ya« — x^ X« y«« — a^ 

a 

^^Gkom analog erledigt sieh: 

,66) , _ ,!L±J^ _ ,„, ^- / , . 

X au a + f Ä* + x^ 



du 
dx 



= (a? • , "^ - (a + ya» + ^) • 1 ) ^ 

a;« — «ya* + x^ — (a* + a?*) 



a:« yo» + a?« 

a + ia^ + x^ 

« — a /■■. ■ . ■ ; 

a^ya^ + a;« 

a + yoHh^ iC*ya« + a:2 



xi€fl + 



x^ 



1 1 -i 

(57) y^l ^ ^lu; w = — = t; «, <r«l+a:«; 

yi + a;« yt; 

i»:«l = yr+^ g!?.^_l _J__ ^»2a:- 
rfu f« ^ dl? 2 y(l + o;*)'' ^^ ' 



'^- »^^ • (- ?) WT 



2« 



y(l + a;2)8 1 + a:«* 



(58) ym.1—^ — ^lu; u = ^ — = ~, 
1— a? 1 — X g 

dy 1 1 — a? 
du u 1 + a? * 

<?u ^ (1 — a?) 1 — (1 + a;) (— 1) 



dx (1 — a?)» (1 — xY ' 

12* 



180 § 1^- Ubnngsbeispiele. G. Expon. o. logar. Fanktionen. 
1—x 2 2 2 



/' 



l + x {1 — xy {l+x){l — x) 1 — x*' 

(59) y«Z|/— i— «iw, u = yv, t;=: — ^ — = -; 

rfy _ 1 __"i/« — ^ dtt _ 1 __ 1 1 /a — o; 
dM~a~~|^a + a;' rft;"" 2yt? ~ 2 [^ a + » ' 

dv __{a — x) * 1 — {a + x){ — 1) _ 2a 
dx "" (a — xy ■" (a — x)* ' 



»--l/Üf-l]/! 



ic 2a a(a — x) 



+ x {a — xy (a + x){a — x)* 
a a 



2 — ^8 • 



(a + x)(a — x) a^ — x 

(60) y=Z . ^ =lu; ti = , ^ =^, 
yi — a?2 yi — a;« ? 

a?( — a?) 



yi — a?2 . 1 



dy _ yi — a;^ dw yi — a?> 

dw X ^ dx h/i x^)* 

(1 — x^) + x^ 1 

yi — «» () — a;») yi — a;« (1 — «») ' 

,_ yi — a;» 1 1 

' yi — «« (1 — ar«) ~ «(1 — «*)■ 



y= X 



/ß-t\ 1 7 / / ^ 1 —IX 

(61) y = -ia: = ^; y'= -^ =__— . 

X g x^ x* 

(62) y = ?(a + a: + y2 ax + a:«) = Zw; 

w = a + ^ + y2aa? + a?*, 

dy^l ^ 1 

du u a + X + ^2000'+^^ 



dtt _ 2a + 2x _ ^2ax + x^ + a + x ^ 

dx 2'^2ax + x^ y2 ax + x^ ^ 
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,_ 1 a + x + ^2ax + x^ 

a + x +'}/2ax + x^ '}f2ax + x^ 

^ 1 

^2ax + x^* 

^' 2^ ' 2a x + a 

m 1 o^ . iL ^ + g {x+a)'l—{x—ayi 
^ 2'x^ — a^' '^2a'x — a (x + a)^ 

"" a;* — a* (n? — a) (a? + a) ~ a;* — a* * 

(64) y = Z(a; — l) + 3Z(a; + l) + i(a;2 + l) + 5arc<gir; 

1 ^ 1 5 



a:— 1 'a;+l x^ + 1 ' x^ + 1 

x+1 3{x — l) 2x+5 _ AX'-2 2x + b 
^ x^ — l'^ x^ — 1 '^ x^ + l" x^ — l"^ x^ + 1 

_ (4a? — 2) {x^ + 1) + {2x + 5) (x^ — 1) 
" (x^ — 1) (x^ + 1) 

_ 6a?8 + 3a?» + 2a; — 7 
"" a?* — 1 

(65) y = -7=Z V — ^— = -=lu; 

yä ya + bx + yä y« 

ia + bx — Vä f 
u = -^ — ■ — = ~j 

^a + bx + iä 9 

dy^_J^ 1 _ 1 ^a + bx + jä 
du ^ u yä ^a + bx — yä^ 

b 



{^a+bx+^}^ —{^a+bx—ya} 



dtt 2ya+bx 2yq+&a? 

2ya + 6a: * ^^ " {yaT6^+ V«}* ' 



, J_ ytf + 6a? + ya 2ya 6 

"" Va ia + bx — yä 2ia+hx {^a + bx+^Y 
h 1 



ya + 6ar {ya + bx — ^{^a + bx + ^ 

b 1 

^a + bx {a + bx — a) x^a + bx 

/Äi«v -ä ' 1 . du 1 du 

(68) y«8niar=?ti,ti=^sma:;^=.^^, 3^==^^' 

y'm^cfAf^x. 
(67) y=-Zcosa;; jf'= •( — sina?)« — tgx. 

/üo\ 7x , cosa; 1 1 2 

(69) y^lcotgx; 

OTX ^ / 1 \ _ _ 1 ^ _ 2 

^""coea: \ wi^xl sinx coa:r si]i2^ * 

Dies Eigebnis ffiesst auch munittelbar ans (68), da 
Zcotea? = l- — — — liffx. 



(70) y » {{cos^l = Ztty 1« = ««, t^«=«co8fi7; 
dy 1 dtt ^ ^ a; 

1^2) 

dt? . . x dio 1 

_ ^u> sm^, ^-2' 

«'-/-^ 2i-^2j'2 



i/o = — : 
2 



. X 

—i ^2- 

COBg 
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(71) ^ « + fttg« ^y a^h^a^ 

^ ^ ^ a—btgx ' a — bigx' 



dm' 
du 


Q — bigx 
"" a + btgx' 

la — btgx) — 5 


-(«4-6ig*)( JJ 


dx 


(a- 
b 2a 


'btgxy 



y'' 



COB^ X {a — & tgar)' ' 
a — bi%x 2ab 



a + btgx coQ^x{a — itgxy 

2ab 2ab 



008* X (a* — &* tg2 ä) a* coa^ a; — &* sin* x 
2ab 2ab 



a* (1 — sin^ x) — 6* sin* x a^ — («» + 6*) sm*« 
2a& 2ab 

(72) y = lM = lu, u = m; ^ = ^, ^^A-); 

Man nennt diesen Übergang von lf(x) zum Differential- 

quotienten -tj-^ die ,,logarithmische Differentiation^' der 

Funktion f{x) nach x. 

73. Eine Anwendung von (72) macht man n. a. bei der 
wichtigen Au%abe (s. § 17), den Differentialquotienten einer 
Potenz von der Form: 

zu ermittehi. Durch Logarithmieren kommt: 

ly = <p{x)lf{x) '=-(p'lf, 
und durch Ic^arithmische Differentiation von y nach xi 
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also mit Einsetzung des Wertes von y: 

Eine modifizierte Darstellung dieser Methode legt den 
oft zu verwendenden Gedanken (s. § 12, p. 127^ Anm.) zu 
Grunde, eine vorgelegte Grösse a durch ihren natürlichen 
Logarithmus la auszudrücken: nach der Definition des L(^- 
rithmus ist ja a = e^^. Somit ist: 

wodurch die Differentation von y auf die eines Produktes 
q)lf zurückkonmit. Man hat: 

li dy ^ du f , yj* , 

y'= e" . {^»^ + If • 9>'} = /•"{^f^ + If • ?>'}, 
aUo, wie oben: 

Eine zweite, wesentlioh andere Methode zur Lösung 
der fraglichen Aufgabe wird durch die Formel (s. § 13, 
Formel (IV a)) für die Differentiation nach x von y = y>(f{!»)> 
q>(x)y geliefert: 

In unserem Falle ist ip=f^, also -^ =z(pfv—i , ^=^fv If^ 

of ä<p 

somit wiederum: 

Besonders zu beachten ist der spezielle Fall: 
(73a) y =af; y'= x • oif-^ + aflx = af{l + Ix). 

Weitere Beispiele zu (73) sind: 

(74) y=(aic)"«*; f=axy (p=^mx, f=a, q)^=m; 
y'= m{ax)'^'{l + lx + la). 
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(75) y = (sin rc)«®"« ; f= &iax, q? = cosa;, f= cosa?, 

^'= — Bmx; 
y'= (sina?)®®"*-^ (cos^a; — sin^a; Zsinrc). 

jp 1 -1 1 

(76) y^i^^x^i /-«a;, 9. = p r=l, ^'=-^3; 

1 --1 i / 1\ 

y'= — . a;* • 1 + a;' ia; • i? 

aj \ xV 

_^ a: • a?* — a;* Za? _^ a;* (1 — ^^) __ fr" ^ — ^^ 

(77) y =(arc<ga;)*; /'«arctga?, 9?==a;, f=— ^^^'=^1^ 

, a:(arctga?)*--i . , ^ . ,, ^ , 

y = 1 + x^ — + (^^*g ^^''^ (^^ ^) 

= (arctg a;)*< l (arct^a;) H j^—i — ^\. 

\ ^ j y \ -& ^^ arctg a?(l + a;«)j 

D. Implizite (oder unentwickelte) Funktionen 

(8. § 13). 

(78) 9?(a;,y)^aa? + 6y + c = 0; ^ = 9?i = a, ^ = 9?,«6; 

, (Pi a 

(79) (p ^ a»-if — xy=^Oi <pi = a*-^ la — yxff-^, 

7?2 = a^-^ • (— 1) la — xy Ix; 

,_ a'^-yla — yxy-^ 
^ — a^'-yla + xylx ' 

oder, wenn man mit Kücksicht auf die Relation 9:7 = a^'^y 
durch den ihm gleichen Wert xy ersetzt: 

,_ xyla — yxy^^ __ xy''^{xla — y) _ xla — y 
^ ~" xyla + xylx ~" a;«'(Za + Za;) ~ xl{ax) 
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(80) ^ BS sm a: — oos jf = ; <pi^ cos x, 97, = sin y ; 

, COBX 

Nun ist wegen q) =0 smx = cos y , also nach den Ele- 
menten der Trigon(Hnetrie (s. diese Sammlang; Bd. TTT^ § 28) 

y=d:{o — ^)> 8iny = + cos x, und zwar gilt nach der De- 
finition (s. § 10, 3) von y = arccos {sin rc), das obere Vor- 
zeichen, wenn x dem ersten oder vierten, das n^ative, 
wenn y dem zweiten oder dritten Quadranten angehört; dem- 
entsprediend wird also: 

y'= + 1. 

Dies bestät^ sich bei direkter Differentiation von: 

1 

y = arccos{8inx); y'= — • goax 

+ y 1 — sin* X 

coso; 



cos^r 



Gehört x dem ersten oder vierten Quadranten an, so ist cos^ 

positiv, also — 1 r = — 1 ; gehört x aber dem zweiten 

^ ' cosa; ' ^ 



oder dritten Quadranten an, so ist cos x negativ, also 

COB^ 

= + 1. 



|cos;r| 

Das Nämliche eigiebt sich bei unmittelbarer IMfferentiation 
von x = ±\^ — xj. 

(81) 9? = cosÄ — a;cosy = 0; (pi = '—Bmx — oo8y,<p^=^xäiiy; 
,_ sina: + cosy 

y — ; • 

xsmy 

Oft ist es zweckmässige, nameniHch für geometriadie 
Anwendungen, die zur Herleitimg von y^ dienende Gleichung 
Vi + 9^%y'=^ ^ ^^ solche zu benutzen (oder, wie man sagt^ 
„die Gleichung 9^ = zu dif f erenzieren^^. 
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(82) <p^y*—2px = 0; yy'—p^O. 



ifax 



+ -t = o. 



(84) ^ ^ y^ — 2px — qx'^ = 0; yy' — p — ffa? = 0. 

(85) (p^x'^ + y^ — {ax'\' 6)«; yy'+ x — a(ax + }))=^Q. 

(86) (a: — a)2+(y_J)2_^a==0; (a; — a) + (y- 6)y'= 0. 

(87) (p^y^—2ye*+2xly^0) 

2x 

(Pt = — 2ye*+ 2Zy; (p^ = 2y — 2e^+ — , 

(— y e« + Zy) + y'(y — e* + i«?»- ^ y»' — ö* (y + SO 

+ Zy + a;y-iy'= 0. 

(88) q> ^ 6* cos y — e^&mx = 0; 

^j^ = e^ cos y — e«' cos x, q>2 = — c* sin y — c«' sin x, 
e'coB y - — e^cos x — (a*sin y + e^sin x)y^= 0. 

(89) 9 ^ sin a? + sin y + sin (a; + y) = j 

(jp^ = cos X + cos (x + y), 9?3 = cos y + co8(^ + y), 
cos a? + oos(a; + y) + {cos y + cos(a; + y)yy^= 0. 

E. Funktionen von der Form x = f{C)y y = g{(j 

(s. § 13, Formel (!')). 

/nA\ ^ b dy ^ / i\ 

^ 6^ ._-x 

dt~ (p — t)»'^ '* 
dy 

dt a(b — {)* 
^ ~ dx~ h{a — {)*' 
dt 
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(91) y = i^,x= 2< 



1 + t' l + <' 

dy^ (l + 0-(— 1) — (1 — <)•! 2 

d<~ (l + <)» ~ (1 + ^»' 

dfa; (l + <).2 — 2<»1 2 

dt~ {! + {)* ~(l + {)*' 

y'= - 1. 

(92) y = sin« <, a; = sin 2 <; 

-=^ = 2sin t cos < = sin 2^, -=-: = (cos 2<) • 2; 
at dt 

(93) y = 6 sin* ty x^a cos* <; 

-=? = 26 sin ^ cos ^, 37 = 2a cos ^ • ( — ' sin ()] 
at at 

h 
a 

(94) y == a (1 — cos <), rc = a (< — sin <) , (Gleichung der 

Cydoide); 

dp • ^ r> • ' t dx ,. ^ 

3^ = asin # = 2asm ^ cos ^, 37 =* a (1 — cos t) 
at J ^ at 





— 2a sin* ^ ; 




y'=co<g2' 








1 1 
.,^2' 

1 




da; * 


dt 2sm»2 


1 


4a sin* ^r- 
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(95) y « a(sin i — <cos % x^ a(cos t + ifsin Q, (Gleichung 

der Kreisevolvente); 

du 

-^ » a(co8 < + < sin*— cos {) = a^sin #, 

_ « a ( — sin < + 'cos < + sin ^) = a< cos <; 



/ f /. ^y'_ 1 . //_ cos* f _^ 1 
^""^ ' W~cÖ82<' ^ ""oTcoTif^äTcossl* 

(96) y «= < — cos ^, a: = < — sin ^; 

dy ^ , , , dx 

^ = 1 + sin #, ^ « 1 — cos <; 

■ 1 + sin ^ 

^ 1 — cos ^ 

Nun ist nach den Elementen der Trigonometrie (s. diese 
Sammlung^ Bd. IH, § 28) sin < = — cos f ^ + n, also: 

* 1 — cos < O • 8 ' • 9 ' * 

2sm2:^ sm* :r- 

2 2 

,^„. a sin ^ c cos < 

(97) y^T-^T—ny ^ 



l + 6cos^' l + 6cos^' 

dty __ (1 + 6 cos Q • a cos ^ — a sin < • ( — & sin Q 
dt "" (1 + 6 cos Q2 

__ a cos t + ab (cos* ^ + sin* Q _^ a cos t + ab 
"■ (1 + 6 cos <)2 "■ (l + 6cosQ*' 

dic __ (1 + 6 cos {) • ( — c sin ^) — c cos ^ • {— 6 sin <) 
d7" (1 + 6 cos ^)* 

__ c sin ^ 

""""(1 + 6 008^)*' 

a(6 + cos<) 

Jf — """ • ^ • 

c sm r 
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(98) p^{a + r)emt — aBmi^^t\, 

x=:{a + r) cos t — a cos ( tj, (GHeichnng der 

Epi- lesp. Hypo-Cydoide); 

= (a + r) cos t — a cos I t] • 

^ ' \ a / a 



dy 
dt 



= (a + r) jcos t — öos ( t\\ 

2(a + r)8m{?^<).8m^<), 

= -<« + r){«a<-«n(i±!:<)} 
rfy' 1 2a-\-r 



dt 



,/2« + r.\ 2a ' 
1 2« + r 



/2o-|-r \ 



cos* 



2(.+,)«,^',).Ä(i«) 

2a + r 



"'"^"-(^')-"fef 
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(99) 


y = arcsi 


t 


, X — arccos- 


1 




yi + <« 


yi + <»' 






dy 
dt~ 


1 


yi+i 


1 + «» 


iyi+<» 




P-Th 








yi+/» 


1 + ^ _ <» 


1 








1 + «» 


yi+p 


! + <» 


> 




dx 
dt 




1 / 


1+w 


t 




f- 


1 l 


ii+t» 




, 


yi+<V(-i) 


< 


1 

• 
• 



t 1+t* iT+¥ i+p' 

(100) ff ='2änt — sia2t, x = 2 cos t — cos 2<; 

||>. 2«os <— (cos 2/) • 2, ^ » — 2sm< 4- (8m2^ • 2; 

. 3, . « 

^ Sin :r ^ flin :r- ^ 

, COS f -- COS 2 f 2 2 3 

*"" sin^— sm2/°' 3,. ^"'^2 

cos — fsin^ 



Abschnitt II. 

Reihenentwiekelnngen. 



Kapitel L 

Der KittelwertBatz mit Anwendungen. 

§ 15. Das BoUesche Theorem 
und der Canchysche Mittelwertsatz. 

In § 7 rV wurde der binomische Satz, in seiner Er- 
weitemng auf ganze Funktionen, dalun formuliert: 

„Ist fix) eine ganze Funktion n**" Ord- 
nung von Xy und sind a, 6 irgend zwei ver- 
schiedene Werte des Argumentes Xy so ist 
die Differenz fifi) — f{a) nach steigenden 
Potenzen der Differenz h — a = Ä entwiokel- 
bar, derart, dass der Koeffizient von h* die 
mit. i\ dividierte <*• Ableitung von /(a) 

d. i. von / {x)y mit nachheriger Einsetzung 

es Wertes a) war: 

m-f(a)=-An«) + Ä»^ + Ä»^+ ... 

Es wurde bereits damals die weiterreichende Au^be 
gestellt, auch für andere Funktionen eine entsprechende 
Entwickelung herzustellen. In der That wurde in § 12, Vb, 



i; 
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VIb für die Exponentialfanktion e* resp. a* *) (a > 0) eine 
derartige Entwickelung gegeben, nur mit dem Unterschiede, 
dass die letztere beliebig weit fortsetzbar ist: brach man an 
irgend einer Stelle ab, so war man im stände, den dm'ch 
Yemachlassigung des Restes begangenen (bei hinreichend 
weitem Vorgehen beliebig abnehmenden) Fehler abzuschätzen. 
Indem wir nunmehr die fragliche Aufgabe allgemeiner in 
AngrifF nehmen, werden wir uns zuvörderst auf einen ersten 
Schritt zu ihrer Lösung zu beschränken versuchen. Man 
frage nämlich: 

(A) „ob es nicht für eine beliebige Funktion f{x) 
eine Identität giebt, die die Differenz f{h) — f{a) 
allein durch den ersten Differentialquotienten von / 
auszudrücken gestattet?^ 

Da nach der Definition des Differentialquotienten (§ 8 (V)) : 
(1) hm , ' ' = f{a) 

ist, so liegt die Vermntung nahe, dass die gesuchte Kelation, 
falls sie überhaupt existiert, von der Fonn: 

sein wird, wo f einen vorläufig noch unbekannten Wert des 
Argumentes x bedeutet/ der, mit Bücksicht auf den be- 
sonderen Fall (1), für lim (6 — a) = den Grenzwert a an- 
nehmen müsste.**) 

Gesetzt, die Identität (2) wäre richtig, so könnte man 
sie auch in der Gestalt schreiben: 

(2 a) m -f{a)-{h-a)r (() = 0. 

Da f unbekannt ist, so repräsentiert in gewissem Sinne 
auch f(i) eine unbekannte Grösse — sie werde mit D be- 
zeichnet — von der man zwar weiss, dass sie mit dem 



*) Der Wert a der Basis tod a^ hat mit dem in der Formel (I) 
des Textes so bezeichneten Werte a nichts zu thnn. 

**) Danach ist es also wahrscheinlich, dass ( von der Gestalt 
a -h ^h sein wird, wo ^ einen unbekannten (aber stets endlich 
bleibenden) Faktor bedeutet. 

W» Fr. M e 7 e r , Diflerentialrechnunf^ 18 
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Differenzeaquotienten -^ -^ von f dem Werte nach 

übereinstimmt, von der aber verlangt wird, sie der Form 
nach als ersten, für einen gewissen Wert des Argumentes 
gebildeten Differentialquotienten von f darzustellen. 

Indem man diese Grösse D, die jedenfalls nur von der 
Natur der Funktion f(x), sowie von der Auswahl der beiden 
Werte a, i abhängt, statt f\S) in (2a) einführt, kommt: 

(3) m^f{a)-{h-a)D^O. 

Wir erheben uns nunmehr auf einen höheren Stand- 
punkt, indem wir die Gleichung (3) als besonderen Fall 
einer allgemeineren Erscheinung auffassen. Dadurch, dass 
wir auf der linken Seite von (3) die feste Grösse a in f{a) 
und in (6 — a) durch eine unabhängige Variable x ersetzen, 
konstruieren wir eine Funktion <p {x): 

(4) <p (X) = f(b) - f(x) -{b-x) D, 

die wegen (3) für den Wert a? = a, offenbar aber auch für 
a? = 6 den Wert Null annimmt, und deren Differentiation 
liefert: 

(5) <f'{x) = - r{x) + Z). 

Dies lehrt aber, dafs unsere Aufgabe darauf hinauf- 
kommt, einen Wert f von x ausfindig zu machen, fiir den 
der Differentialquotient q)'{x) der für a; = a imd x=^b ver- 
schwindenden Funktion q){x) (4) verschwindet: denn für einen 
solchen Wert f von x und nur für einen solchen würde 
nach (5) eben D = f{S) folgen, und damit die ursprünglich 
angeworfene Frage (A) erledigt sein. 

Indem wir vorderhand von der besonderen Natur der 
Funktion (p{oc) (4) absehen, stehen wir vor der allgemeineren 
Frage: 

(B) „Wenn eine Funktion (p{x) vorliegt, die 
für x^a und a;==6 verschwindet, lässt sich 
stets ein Wert f von x nachweisen, für den 
(p'{x) verschwindet, und wie? 

Es mögen erst einige einfache Beispiele betrachtet 
werden. Sei: 

(p (x) = (a? — a)(x — i) = x^'- x{a + h) + ab, 

so wird: / , ix 

(p (x) ^2x — (a + b). 
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Es giebt also hier immer einen und nur einen Wert f = — ^— , 

für den (p'(pS) gleich Null ist. Offenbar liegt dieser Wert f 
zwischen a und h (er ist geometrisch der Mittelpunkt der 
Strecke «6, s. diese Sammlung Bd. VIH, § 4). 
Zweitens sei: 

q){x)^x(x — a) {x — h) = x^ — x^ (öt + 6) + ^«&> 
<p'{x) = 3x^ — 2x(a + b) + ab. 

Man überzeugt sich auf elementarem Wege davon,*) dass 
die beiden Wurzeln der Gleichung q)'(x) ^ (bei reellen a, b) 
stets reell sind und dass jedenfsdls die eine von ihnen dem 
Intervalle (a, b) (d. h. von a bis 6) angehört. 



*) Die boiden Wurzeln 

{xi ^ a + b±V(a + by— Sab ^ a + b±V(b — a)*-{- ah 
«« "" 8 '" 8 

sind reell, da der Radikand niemals negativ werden kann. 
Femer sei a < 6, also b — a = A positiv. Dann ist: 



Ä 4- Va^ + Ä« + aÄ — a 
x,^a= 

immer positiv, da bei positivem a der Eadikand > a' wird. Anderer- 
seits ist: 

h^x, = 

bei positivem b ebenfalls positiv, da der Radikand < (& + h)^ wird. 
Bei negativem b dagegen ist: 

Ä + J-fVfe«— 6Ä + Ä« 
b^x, = 

positiv, da der Radikand jetzt > (& + A)*, aber zugleich auch: 



Ä — a — VP + öM-aÄ 

Xm — a= 

* 3 

positiv, da der Radikand jetzt < (A — a)^ Somit liegt bei positivem b 

die Wurzel x^ , bei negativem b die Wurzel x^ im Intervalle von a bis &, 

und dies bleibt auch in den Grenzfällen gültig, wenn a resp. 5 = 0, 

2b 2a 

da dann rci = -— resp. a?, = -— - wird. Ist endlich a =« 6, so ist bei 

o o 

positivem a a^i = a, bei negativem a o;, = a, so dass der Satz auch 

hier noch erhalten bleibt. 

13* 
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Ein weiteres Beispiel sei sin x für das Intervall (0, n). 
Es hat (sin x)'^ cos x (innerhalb der vier Quadranten, 

d, i. von bis 27r) die beiden Nullwerte ^, -^, deren 
erster im Intervalle (0, n) liegt 

Eine entsprechende Eigenschaft zeigt die etwas all- 

(X -"— X \ 
n • ^1 im Intervalle {x^y x^. 
X-^ — Xq/ 

Dagegen zeigt die Funktion tg o; im Intervall (0, n) ein 

wesentlich anderes Verhalten. Denn (tc a?)'« — t— ver- 

^^ ' cos* X 

schwindet überhaupt nicht (für einen reellen Wert von x); 

andererseits weiss man, dass sowohl tg o? wie —V- inner- 

^ cos* X 

halb des Intervalles (0, n) einmal, nämlich an der Stelle 
x=^ K unendlich gross werden, also daselbst unstetig sind» 

Man wird daher, im Hinblick auf diese Beispiele, von 
der für a; =« a und a; « 6 verschwindenden Funktion <p {x) — 
mag sie im übrigen noch so allgemein sein — voraus- 
setzen, nicht nur, wie überhaupt von einer Funktion*) von Xy 
dass sie, nebst ihrem ersten Differentialquotienten, in dem 
zu Grunde zu legenden Intervalle (a, h) eindeutig be- 
stimmt ist, d. h. für jeden Wert von x, von a bis 6, je nur 
einen einzigen vöUig bestinmiten Wert anninunt, sondern 
auch, dass sie, nebst ihrem ersten Differentialquotienten, im 
Intervalle (a, h) überall stetig ist, insbesondere also nicht 
unendUch gross wird. 

Zunächst werde der einfachste Fall in Betracht gezogen, 
dass q) [x) { abgesehen von x^a und a; = 6, wo 9? (o?) = ) 
innerhalb des Intervalles (a, V) nirgends verschwindet; es 
mögen ausserdem (p'{a) und (p'{J)) von Null verschieden 
vorausgesetzt werden. Es sei etwa a < 6. 

Dann ist (p {x) innerhalb des ganzen Intervalles (a, h) ent- 
weder ausschliesslich positiv oder aber ausschliesslich negativ. 



*) Wenn also im folgenden yon irgend einer Funktion die Rede 
ist, so ist die Eigenschaft ihrer eindeutigen Existenz (in einem 
bestimmten Intervalle) stillschweigend yoransgesetzt, und das Gleiche 
soll von ihrem ersten Differentialquotienten gelten. 
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Sei etwa das erstere der Fall^ so bilde man an der Stelle a 
den I)i£Perenzenquotienten von 97: 

y(a + ^a) — y(«) », 

wo a + Ja einen Wert zwischen a und l bezeichne; wegen 

a? (a) = reduziert sich D« auf ^^-^^ — -, , d. L auf einen 

^ ^ ' Aa 

Bruch^ dessen Zahler und Nenner positiv sind, der also 

positiv ist und es auch bleibt, wie klein Aa gewählt werden 

mag. Es ist daher auch: 

-. Kp{a-^ Ad) — <p{a) , 

positiv, und zwar nach den getroffenen Voraussetzungen 
endlich und von Null verschieden. Andererseits bilden wir 
an der Stelle h den Differenzenquotienten: 

(p(b — Ab) — (p(h) ^^ 

^'^ irz6 )^ 

wo 6 — Ab wiederum einen Wert zwischen a und b bedeute: 
wegen (p{b)='0 reduziert sich Dj auf ^^-^^ — -tt— = — ., — -, 
d. i. auf einen Bruch, der negativ ist und es bleibt, wie klein 



*) Dieser, für ein positives Aa gebildete Differenzenqnotient 
Da von g> wird, ebenso wie der zugehörige Differentialquotient, als 
der „vorwärts genommene^ bezeichnet; entsprechend der für ein 
negatives — Ah gebildete Differenzenquotient Db von 9?, ebenso 
wie der zugehörige Differentialquotient als der „rückwärts ge- 
nommene.** Die Betrachtungen des Textes würden gültig bleiben, 
auch wenn der an der Stelle X'^a rückwärts genommene Differential- 
quotient von <p von dem vorwärts genommenen verschieden wäre oder 
auch gar nicht existierte, und das Entsprechende gilt für die Stelle b. 
So hat, der Definition der Potenz nach, für x**{x'^0, n > 0) an der 
Stelle a; = nur der vorwärts genommene Differentialquotient na?**— 1 
einen Sinn, der den Wert resp. 1 resp. cx) besitzt, je nachdem n > 1 
resp. ^ 1 resp. <^ 1 ist. Doch haben, von derartigen vereinzelten 
Grenzstellen abgesehen, solche und ähnliche feinere Unterscheidungen 
zwischen verscmedenen Arten von Differentialquotienten innerhalb des 
Rahmens dieses Buches keine Bedeutung, da die hier in Betracht 
kommenden einfachen Funktionen an jeder Stelle nar einen Differential- 
quotienten besitzen. 
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man auch Ah wähle; mithm ist auch q>'(p) negativ und nach 
Voraussetzung ebenfalls endlich und von Null verschieden. 

Nun erscheint es zwar durch unmittelbare Anschauung 
plausibel^ dass, wenn eine Grösse — wie hier (p'(x), 
während die unabhängige Variable x das Intervall von a bis b 
stetig durchläuft — bei stetiger Veränderung, von einem 
positiven Werte ausgehend^ schliesslich einen negativen Wert 
erreicht, sie wenigstens einmal den Wert Null passiert haben 
muss; es müsste also wenigstens einen Wert f von x zwischen 
a und 6 geben, für den (p'(x) verschwindet. Hierbei ist 
unter dem „stetigen" Durchlaufen einer Variabein x von a 
bis b{a <ih) zu verstehen, dass x, ohne abzimehmen, jeden 
beliebig vorgegebenen rationalen oder irrationalen Wert, der 
> a, < 6, anzunehmen im stände ist. 

Es wird aber notwendig sein, nicht nur die Existenz 
eines solchen Wertes | arithmetisch genauer zu begründen, 
sondern zugleich auch ein Mittel zu beliebig angenäherter 
Berechnung desselben anzugeben. 

Der Einfachheit halber wollen wir uns dabei auf eine 
besondere, allgemein geläufige Darstellung einer Grösse f 
beschränken, indem wir nach den Elementen der Arithmetik 
der irrationalen Grössen festsetzen: 

„Eine reelle Zahlengrösse gilt als ein- 
deutig definiert, wenn sie in einen — end- 
lichen oder unendlichen — Dezimalbruch*) 
entwickelbar ist, so dass sich nach irgend 
einem Gesetze stets angeben lässt, welche 
der Ziffern bis 9 an irgend einer von 
jemand bezeichneten Stelle des Dezimal- 
bruches steht." 

Wie die Arithmetik zeigt, stellt dann auch die Summe 
und Differenz, sowie das Produkt zweier solcher Dezimal- 
brüche eine völlig bestimmte Grösse dar. 

Der Kürze halber sei gesetzt: 

(6) (p'(x)^y;{x), y;(a)^a{>0), y^{b) ^ ^ ß{ß> 0), 



*) Theoretisch würde es für die folgende Entwickelung einfacher 
sein, „dyadische" Brüche zu Grande zn legen, d. s. solche, die 

nach natürlichen Potenzen von — ( statt :r^ ] fortschreiten. 
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Das einzuschlagende Verfahren zur Ermittelung von f 
ist nun völlig analog dem ganz elementaren, das zur Be- 
rechnung etwa der Quadratwurzel aus einer ganzen Zahl 
dient. Man denke sich das Intervall 6 — a = Ä durch 9 ein- 
geschaltete Teil werte in 10 gleiche Teilintervalle zerlegt, die 
der Beihenfolge nach (von a aus beginnend) mit %o> ^^ • • -^ ^» 
bezeichnet seien. Würde jetzt \p (x) speziell för einen der 
9 Teil werte, etwa den i^^ (i = 1^ 2, . . ., 9), verschwinden, 
so wäre bereits: 

ein Wert von x, wie er gesucht wird. 

Tritt jedoch dieser Spezialfall nicht ein, so muss es doch, 
von a aus gerechnet, ein erstes unter den Intervallen Äq, 
\y • • •> ^9 geben — es sei unter Benutzung des nämlichen 
Indexzeichens i (i = 0, 1, . . ., 9) mit Ä,- bezeichnet — der- 
art, dass \p {x) för den kleineren (unteren*) Endwert von Ä,- 
positiv, för den grösseren (oberen) Endwert von hi dagegen 
negativ ausfallt; denn för den ersten unteren Endwert a ist 
ja xp positiv und för den letzten oberen Endwert }> negativ. 

Auf dieses Teilintervall hi werde der Zehnteilungsprozess 
abermals angewandt. Würde xp [x) speziell för einen der 
9 eingeschalteten Teil werte, etwa för den i*^** (A== 1, 2, ..., 9), 
verschwinden, so wäre ersichthch: 

I =« a + Ä ^^ -h -j^j =- a + Ä . Q,ik 

ein Wert von Xy wie man ihn sucht. Im anderen Falle 
dagegen nenne man die 10 Teilintervalle von %,• der Reihe 
nach Jq, i^j - - -y Hy so muss es wiederum, von {q beginnend, 
ein erstes Intervall, etwa fj (Ä =« 0, 1, . . ., 9), geben, so dass 
im Beginn desselben xp [x) einen positiven, am Ende des- 
selben xp (x) einen negativen Wert erhält. 

Setzt man dies Verfahren entsprechend fort, so ergiebt 
sich folgendes. Entweder 1) stösst man auf einen bestimmten 
Wert f = a + Ait>, wo ^ einen endlichen Dezimalbruch 



*) Der Anfangswert eines Intervalles (a, b), a < 6, darf auch als 
kleinerer oder unterer Endwert bezeichnet werden und demgemäss 
der Endwert als grösserer oder oberer Endwert. 
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zwischen und 1 bedeutet^ für den \p (o?) verschwindet. 
Oder aber 2) es lässt sich ein Wert f = a + äi; , wo v] 
einen zwischen und 1 liegenden unbegrenzten Dezimal- 
bruch ^yikl... bedeutet^ mit nachstehender Eigenschaft an- 
geben. Bricht man diesen Dezimalbruch 9; irgendwo ab, etwa 
hinter der n*®° Stelle, wodurch er den Näherungswert ri^ an- 

» + Aiy» bis a + Ä^„ + -^^ , so, dass \p für den Anfangswert 

des Intervalles positiv =* a„, für dessen Endwert aber 
negativ = — ßn ist Gemäss der von a bis 6 vorausgesetzten 
Stetigkeit von \p (x) kann man sich aber n so gross gewählt 
denken, dass der Unterschied der beiden Werte, die y; in 

^ E..» ..» ..^^^ von a» U.. ^ »^, 

absolut genommen, imter jede Grenze sinkt. Mithin muss 
im vorliegenden Falle der fragliche Unterschied a» — ( — ßn) 
=^ OLn + ßn und damit sowohl a„ als ß» selber bei beliebig 
wachsendem n den Grenzwert Null besitzen. 

Setzt man also fn = » + Äiy» > so wird: 

lim I,. = f = a 4- ?; (& — a), < iy < 1, wo 
(7) - = * 



« = 00 



ein Wert, wie man ihn sucht, womit f auch im zweiten Falle 
ermittelt ist. 

Offenbar bleibt der geführte Beweis derselbe, wenn ip{a) 
negativ und tp{b) positiv vorausgesetzt worden wäre. 

Nunmehr kann man sich auch von den oben gemachten 
beschränkenden Annahmen befreien. 

Es möge also erstens die Möglichkeit zugelassen werden, 
dass tp {x) nicht nur für die Endwerte a, b des Intervalles 
(a, b) verschwindet, sondern auch innerhalb desselben ein- 
oder mehreremal, selbst beliebig oft, für a? = %, aj, Og, ...; 
es soll sich nur unter den sämtlichen Teüintervallen von 
(a, b) wenigstens eines befinden, das nicht unter eine vor- 
gegebene (wenn auch noch so kleine) Grenze g heruntersinkt. 
[Würde nämlich ein derartiges Intervall nicht existieren. 
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so würde tp {x) mit Kücksicht auf seine Stetigkeit überall*) 
innerhalb {a, b) den Wert Null haben^ und man könnte dann 
£5r S jeden beliebigen Wert zwischen a und 6 wählen.] Auf 
das fragliche Intervall lässt sich aber der eben bewiesene 
Satz anwenden^ und der bezügliche Wert f innerhalb dieses 
Intervalles liegt jedenfalls auch innerhalb des ursprüng- 
lichen Intervalles {a, b). 

Damit ist zunächst der Hilfssatz hergeleitet^ den man 
bezeichnet als das ^^Rollesche Theorem'^: 

I. „Ist eine Funktion tp {x) für ein vor- 
gelegtes Intervall {a, b) stetig, und sind die 
Werte von y;(a) und ^(6) von entgegengesetz- 
tem Vorzeichen, so giebt es innerhalb des 
Intervalles (a, b) mindestens einen Wert (, 
für den y (x) verschwindet." 

Für spätere Zwecke ist es nützlich, das Theorem gleich 
dahin zu erweitern: 

la. „Ist eine Funktion x(^) ^^^ ein vor- 
gelegtes Intervall {a, b) stetig und ist 
X {a) = a, ;^ (6) = /8 (a :^ ß), so nimmt die 
Funktion x{^) auch jeden Wert y zwischen 
a und ß mindestens einmal an, während x 
sich stetig von a bis b verändert." 

Denn man braucht nur die Hilfsfunktion y;{x)==' x (^) — 7 
zu konstruieren, dann sind: 

V W = ;i: W — y = a — y und yj{b) = x(^) — 7 = ß — ? 

von entgegengesetztem Vorzeichen, und es giebt nach dem 
BoUeschen Theorem I mindestens einen Wert f von x 
innerhalb (a, b), ffir den ^ (a;) = L e, x{^) =^ y wird. 

Man nennt einen derartig existierenden, wenn im übrigen 
anch unbekannten Wert f zwischen a und b, der von a so- 
wohl wie von b um eine angebbare Grösse verschieden ist, 
einen „mittleren Wert" oder auch einen „Mittelwert" 



*) In der Integralrechnong wird der wichtige Satz bewiesen, 
dass im FaUe yf^=^<p'{x) die Funktion q>{x) dann von a bis 6 
einen konstanten Wert annimmt. 
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zwischen a und h; nach obigem lässt er sich stets in die 
Form setzen: 

(8) S = a + '»h^a + d'(b — a), <'»*)<!. 

Indem nunmehr das Rollesche Theorem I auf den Fall (6) 
y) (x) «= q)'(x) angewandt wird, ergiebt sich der „Zwischensatz": 

IL „Ist q){x) nebst q)'{x) für ein Intervall 
(a, 6) stetig und ist q> (a) = 0, 9? (6) = 0, so 
giebt es mindestens einen Mittelwert S (8), 
so dass 9?'(f) = ist." 

Hier haben wir uns nur noch von der weiteren, oben 
gemachten beschränkenden Annahme zu befreien, dafs (p'(a) 
und q)' (h) von Null verschieden siein sollten. Sei also etwa 
q)'{ä) = 0, (p'(b) von Null verschieden. Wir dürfen uns nach 
Obigem auf den Fall beschränken, dass 99 (x) zwar för 
x^= a und x = b, innerhalb des Intervalles (a, b) aber nicht 
verschwindet. Dann wird, wie oben, mit Rücksicht auf die 
Stetigkeit von q^ {x) und (p' {x) gezeigt, dass (p'{b) negativ 
ausfallt; zugleich geht aus dem geführten Beweise hervor, 
dass sich innerhalb (a, b) ein Wert a^ angeben lassen muss^ 
so dass 9?'(%)>0. Alsdann wende man den Zwischen- 
satz II auf das Intervall (a, b) an. Entsprechend verfahrt 
man, falls (p'(b) oder auch gleichzeitig q)'(ä) und q>'(b) ver- 
schwinden sollten. 

Schliesslich werde im Zwischensatze 11 für (p(x) die 
unter (4) angegebene besondere Funktion (p{x) eingesetzt: 

(4) <p {X) = m - fix) -(b-x) D, 
wo: 

(5) <p'{x)==-r{x) + D. 

Sobald f(x) und f(x) für das Intervall (a, b) als eindeutig 
existierend und stetig vorausgesetzt werden, sind es offenbar 
auch (p(x) und (p'(x). Daraus resultiert der sogenannte 
Cauchysche Mittelwertsatz: 



*) Der Kürze halber werde von jetzt ab die obige, nur zur 
vorläufigen Orientierung eingeführte Trennung in der Bezeichnung: 
„i9 für einen endlichen Dezimalbruch zwischen und 1, 17 für einen 
unendlichen Dezimalbruch zwischen und 1^^ fallen gelassen und t^ 
als gemeinsames Zeichen für beide Fälle verwendet. 



(HI) 
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in. „Ist eine Funktion f{x) nebst ihrem 
ersten Differentialquotienten f{x) für ein 
Intervall (a, h) stetige so giebt es mindestens 
einen Mittelwert f zwischen a und h, so^ 

dass sich der Differenzenquotient -^ -^ 

als Differentialquotient /"(f) darstellen lässt*): 

m - m -Q>- a)r(s) == * na + m> 

0<i><l, 6 — a = Ä". 

Ehe das eingeschlagene Verfahren auf die höheren 
Differentialquotienten von f{x) ausgedehnt wird, sollen 
erst aus dem Mittelwertsatz als gemeinsamem Ursprünge 
einige fundamentale Folgerungen gezogen werden^ die die 
Lehren von der Stetigkeit (§ 16), der „Unbestimmtheits- 
werte" (§ 17) und der „Maxima und Minima^* (§ 18), betreffen. 

§ 16. Stetigkeitsabmessungen. 

In den §§ 8 bis 12 wurde fär die verschiedenen ele- 
mentaren Funktionen f{x), deren Differentialquotient zu 
bestimmen war, die Eigenschaft der Stetigkeit nicht nur 
theoretisch nachgewiesen, sondern auch für die meisten 
jener Funktionen praktisch gemessen, d. h. wenn innerhalb 
eines jeweils passend gewählten Intervalles (a, h) x und 



*) Der Satz III lässt eine einfache geometrische Deutung zu (vgl. die 
S&tze über Sehne und Tangente zu Beginn des dritten Abschnittes). 

Man denke sich in der Ebene einen zwischen zwei Punkten P, Q 
ganz im Endlichen, stetig und mit stetig veränderlicher Tangente ver- 
laufenden KurvQnbogen , der von jeder in einer bestimmten, etwa der 
vertikalen Richtung zwischen P und Q ge- 
zogenen Geraden nur in einem Punkte ge- 
troffen werde (s. Fig. 11). Dann weist der 
Kurvenbogen mindestens eine, der Sehne 
FQ parallel verlaufende Tangente auf. Der 
Satz II repräsentiert dann den besonderen 
Fall, dass P und Q auf der Abscissenachse 
liegen. Noch einfacher ist die Deutung des 
Satzes I. Liegen zwei Punkte auf verschie- "^ ^ia, ii. 
denen Seiten einer Geraden (etwa der Ab- 

soinenachse), und verbindet man die beiden Punkte durch einen 
ganz im Endlichen und stetig verlaufenden Eurvenbogen, so muss der- 
selbe die Gerade mindestens einmal treffen. 
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x + h zwei Werte des Argumentes waren, so wurde \h\*) 
so klein bestimmt, dass ^{x + h) — f{x)\ unter einer festen, 
vorgegebenen (wenn auch noch so klein gewählten) positiven 
Grosse e lag, und dies umsomehr, wenn der Wert von \h\ 
noch mehr verkleinert wurde. Im besonderen konnte \h\ so 
bestimmt werden, dass es für je zwei Werte x, x + h inner- 
halb des ganzen, vorgelegten Intervalles unter einer und 
derselben, von e abhängigen Grenze lag. Im letzteren Falle 
möge die Stetigkeit von Funktionen als eine för das vor- 
gelegte Intervall (a, h) „gleichmässige^^ bezeichnet werden. 

Die zugehörigen Rechnungen waren nicht immer ganz 
einfach und durchsichtig. Die wesentlichen Ergebnisse (nebst 
einigen weiteren**) können jetzt, sobald nur die theoretische 
Eieenschafl der Stetigkeit einmal als bekannt vorausgesetzt 
wiS, kürzer und eLfecher auf Grund des Cauch?Zhen 
Mittelwertsatzes (§ 15) erhalten werden. Wir beschranken 
uns daher auf die innerhalb eines geeigneten Intervalles {a, b) 
gleichmässige Stetigkeit; um hieraus die auf ein Teilintervall 
{Xf X + h) bezügliche Stetigkeit abzuschätzen, hat man nur 
die im Ergebnis auftretende obere resp. untere Grenze des 
Intervalles (a, h) mit der oberen resp. unteren Grenze des 
Teilintervalles {x, x + h) zu vertauschen. 

Unter ^ ist, wie in § 15, im folgenden stets ein Wert 
zwischen und 1 zu verstehen. 

1. sino; in einem beliebigen Intervalle. 

Da sino;, wie (sin^)^==» cos^; stets stetig sind, so hat 
man för irgend ein, wenn auch noch so kleines Zwischen- 
intervall {x, X + h): 

(1) sin {x -\-h) — sin a; = Ä cos (x + ^Ä). 

Da der absolute Wert des Cosinus höchstens gleich Eins 
sein kann, so kommt unmittelbar: 

(2) [sin {x + h) — sin x\ < \h\ . 

Soll also die linke Seite von (2) < £ werden, so hat man 
nur 1^1 < £ zu wählen. Genau das Entsprechende gilt für 



*) Die beiden senkrechten Striche bedeuten, wie nochmals an- 
gegeben sei, den absoluten Wert der eingeschlossenen Grösse. 

**) So war vor allem der unter 7. behandelte Fall der Potenz 
in § 11 unterdrückt worden, weil die auf der damaligen Stafe er- 
forderlichen Rechnungen zu umständlich ausgefallen wären. 
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eoso;. Das Nämliche ergab sich bereits in § 9 auf Grund 
der Formeln (3), (4) und (3 a) daselbst. 

2. tga:. ^ 

Es sind tgx, sowie (tga;)'= — - — überall stetig mit 

cos^a? 

Ausnahme der Stellen^ wo cos^e; verschwindet, also innerhalb 

der ersten vier Quadranten , d. h. von bis +7t, nur fior 

o; » + ö * ^ ^i ^^ ^^^ Einfachheit halber etwa das 

Intervall (0, &) zu Grunde gelegt, wo |&| einen Wert zwischen 

und — bedeute. 

Seien dann wieder Xy a? + Ä*) zwei "Werte innerhalb 
dieses Intervalles, so wird: 

(3) tgte + Ä) — toa:=«Ä — — r-^Tx* 

^ ' -fev I / r& cos2(a; + *Ä) 

Der grosste Wert, den — - innerhalb (0, V) annehmen kann, 

tritt für :e; ^ & selbst auf, da hier cos' seinen kleinsten 
Wert erhält. Somit entsteht: 

(4) |tg(a, + Ä)-tga:|<|Ä|^; 

soll also die linke Seite unter t heruntersinken, so hat man 
nur |A{ < £ cos' h zu wählen. Man vergleiche hiermit die 
unbequeme und im einzelnen kaum genauere Eegel in 
§ 9, S. 88. 

Offenbar hat es gar keine Schwierigkeit, die ent- 
sprechenden Ergebnisse für Intervalle anzugeben, die einem 
andern Quadranten angehören, oder auch für solche, die 
sich zugleich auf zwei Quadranten erstrecken, wie z. B. (a, &), 
wenn a negativ = — a^, 6 positiv, und %, wie 6 kleiner 

ab jr sind. 
St 

Analog verhält sich cotg^e;. 



*) Die entsprechende Bemerkung kann der Kürze halber im 
folgenden nnterdi^ckt werden. 
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3. arcsiDo;. 

Diese Funktion ist für jedes x, wo i^| ^ 1, stetig; 

desgleichen auch (aresin :r)'= , letztere Funktion 

+ y 1 — x^ 

jedoch mit alleiniger Ausnahme der Werte x = + 1. Liegt 
also etwa ein Intervall (0, b) {\b\ < 1) vor, so hat in ihm 

, ersichtlich den scrössten Wert für x =^b. also ist: 

(5) aresin (x + h) — aresin x < \h\ , : 

^ =' ' + yi _ 6« ' 



soll die linke Seite <« werden, so nehme man |Ä|<«yi — 6*. 

Man vergleiche damit die weniger scharfe Abschätzung 
in § 10, (13), wo die Quadratwurzel noch mit dem Zahlen- 
faktor — = behaftet war. 

Analog verhalt sich arccoso;. 

4. arctg X. 

Da arctg a;, wie (arctg a;)'= 3—7- — ^ für jeden endlichen 

Wert von x stetig sind, und in irgend einem Intervalle (a, b) 

- — ; — r höchstens den Wert Eins erreichen kann, so hat man: 

1 + x^ 

(6) |arctg(a; + h) — arctg a;| < |A|, 

und es ist \h\ < c zu nehmen. Die in § 10, (15) erhaltene 

Regel: |Ä| <-— war weniger genau. 

y2 

Analog verhält sich arccotgrr. 

5. a'^ia positiv, :^ 1). 

Sowohl a*, wie {a^y=^aHa sind für jeden endlichen 
Wert von x stetig. Es sei zuerst ein Intervall (0, b) (fc>0) 
vorgelegt. Es nimmt dann a* seinen grössten Wert a* resp. 
a^ = 1 für i = 6 resp. rc = an, je nachdem a > 1 oder < 1 
ist. Somit wird: 

r|a^+A _ a*| < |A| aHa {a>l) 
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mitbin |Ä|, je nachdem a>l oder a<l, <-6y- oder 
<Tj—r ZU wählen. Ist dagegen b negativ, so vertauschen 

sich offenbar beide Fälle: 

{\a^+h _ a^ < \h\ a^ \la\ (a<l) , ^, 

Die in § 12 unter (44), (45) erhaltene Doppelregel ist 
im ersten Falle weniger genau, da e daselbst noch mit dem 

Faktor — versehen erscheint. Genau die entsprechende 

Bemerkung gilt, wie die gleich folgende Formel (9) zeigt, 
für die damals, § 9, unter (48), (55) aufgestellte Kegel 

a 1 

für Iga:, wo im zweiten Falle e noch den Faktor — aufweist. 
Für a = e ist la durch 1 zu ersetzen. 

6. Iga; (a positiv, x positiv). 

Für jeden positiven, endlichen Wert (> 0) von x 

a all 

sind \gx und (lgir)'= — • j- stetig. Für ein Intervall (a, /?), 

wo a, ß positiv, a < ß, hat — seinen grössten Wert in x = a, 
demnach wird: ^ 

(9) |i|(aj + Ä)-lga;|<|A|i ^ 



a \la\ ^ 

soll die linke Seite < e werden, so nehme man l^| < ea \la\. 
Siehe die soeben am Schlüsse von 5. gemachte Bemerkung. 
Filr a^ e ist wiederum la durch 1 zu ersetzen. 

7. af^ (x positiv, :^ 1). 

Da (ic")'== nx^—\ so sind die Fälle w > 1 und n <1 
zu unterscheiden. Im ersten Falle, n > 1, sind x^ und x^-'^ 
für jedes a; > stetig. In einem Intervalle {a, b) {a<by a>0) 
tritt der grösste Wert von ^"~^ für a? = 6 ein, und es kommt: 

(10) \{x + hY — af\< \h\ nb*"-^ (w > 1). 

Im zweiten Falle a;>0, /><1, n — 1 also negativ, 
tritt dagegen wieder eine Vertauschung derart ein, dass für 
ein Intervall (a, 6) (a < 6, a > 0): 

(11) |(a; + Ä)" — a^'l^lÄl |w|a"-i(n<l). 
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Soll also die linke Seite einer der zwei Ungleichungen 
(10), (11) unter e heruntersinken, so hat man jenachdem 

|Ä| < -t:: — 7 oder \h\ < rn — :: — r a^u nehmen. Für n = hat 

in (11) nur das Gleichheitszeichen Giltigkeit; in der That 
ist dann afi =» 1, und die Differenz einer Konstanten ist stets 
gleich Null. 

8. Ganze Funktion: 

Es ist: 

(12) ß'(f) « G\x + *Ä) (0 < *< 1) = % + 2aaf 

Der absolute Wert von ö'(f) wird vergrössert oder 
mindestens nicht verkleinert, wenn man alle Koeffizienten 
%, a^y • ' 'j ^n durch ihre absoluten Betrage o^, Oj, . . ., o« 
und I durch seinen absoluten Betrag q ersetzt : 

(13) \G'(S)\<a^+2a^Q + 3a^Q^+ ... +«a^^"-i. 

Liegt jetzt ein Intervall {a, b) vor, dem x und x + h 
angehören soUen, so sei der nicht kleinere der beiden 
Absolutwerte |a|, \h\ mit ß bezeichnet, dann ist ß>^Q, und 
man hat um so mehr: 

(14) \G'(i)\<a^+2a^ß + 3a,ß^+ ... ^nonß^^K 

Soll also die linke Seite von: 

(15) \G{x + h)-G{x)\^\h\\G\^)\ 

f&r das ganze Intervall (a, h) <ri werden, so hat man nur 

^^^^ '*' ^ a, + 2a,ß+3a,ß^+ ... +na,/8-~i 

zu nehmen: 

„Soll \G(x + h) — G{x)\, d.i. der absolute 
Wert der Differenz einer ganzen Funktion 
G(x) =^aQ + aiX + a2X^+ ... +anX^, wo x und 
x + h einem vorgelegten Intervalle (a, b) 
angehören, für das ganze Intervall unter 
eine beliebig klein vorgegebene (positive) 
Grösse tj heruntergedrückt werden, so wähle 
man \h\ kleiner als einen Bruch, dessen 
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Zähler yj ist und dessen Nenner aus G\x) 
hervorgeht, indem man die Koeffizienten 
«1, a^j . , ., an durch -ihre absoluten Beträge 
und X durch den nicht kleineren der beiden 
absoluten Beträge von a, 6 ersetzt/' 

Man vergleiche mit dieser Stetigkeitsabmessung die 
weniger einfach ausfuhrbare des § 8. 



§ 17. Unbestimmtheitswerte. 

f (x) 
Es kommt häufig vor, ^ass in einem Quotienten ^-7—^ 

(fix) 

zweier Funktionen von x Zähler und Nenner gleichzeitig 
gegen Null konvergieren, wenn das Argument x gegen einen 
gewissen Wert a — der als ein „kritischer" bezeichnet 
werde — konvergiert; man sucht den Grenzwert G von 

^—j-\ — falls er überhaupt existiert — för lim a; = a, 

d. h. den Grenzwert lim —7 — --^ . Man bedient sich dann 

des Ausdruckes, der Bruch ^-7-T nehme ,iur x = a" die „ün- 

9^(^) 
bestimmtheitsform ^" an. 

Em erstes Beispiel hierför begegnete uns schon in § 2, 

Jm + l j[ 

8. 28 bei —^ — fiir lim Ä == 1, wo der Grenzwert m + 1 

Ä — 1 • 

herauskam; ein zweites Beispiel in § 5 (I) bei för 

lima; = 0, wo der bestimmte Grenzwert 1, endlich ein 

. a* — 1 
drittes Beispiel in § 12 (IV) bei fiir lim x=^0, wo 

der bestimmte Grenzwert la resultierte. 

Aber auch jeder Differentialquotient lässt sich der vor- 
liegenden Fragestellung unterordnen, denn sobald eine 
Funktion f{x) ffir einen Wert x des Argumentes stetig ist, 
konver^eren f^x-^-h) — f{x) und Ä, d. h. Zahler und Nenüer 
des Differenzenquotienten von f{x) gleichzeitig gegen Null. 

Es lässt sich daher erwarten, dass auch in dem all- 

eemeinen Falle der Grenzwert von ^~~-{ fiir lim a: == a, wenn 

W. F T. M e y e r , Differentialrechnuiig. 14 



210 .§17. Die Unbestimmtheitsform -. 



(1) {ff 



lim f{x) « 0, lim (p{x)^0 — oder, wie wir kürzer schreiben, 

{fix) \ 
-~-^ \ — da die Be&'eln der gewöhnlichen 

Arithmetik hier versagen, durch Differentiationsprozesse 
bestimmbar sein wird. 

Es seien f{x)i q) {x) nebst ihren ersten Differential- 
quotienten für ein Intervall (a, a + h\ wo man h bereits 
genügend klein gewählt denken mag — oder, wie man sich 
dann ausdrückt, „an der Stelle" a? = a — stetig, so liefert 
der Mittelwertsatz (§ 15 (III)): 

f{a + h)==f(a) + hf{a + '»h)y 0<*<1, 

q){a + A) =9?(a) + h<p'{a + '»Ji), 0<#i< 1, 

also, da nach Voraussetzung im vorliegenden Falle: 

(2) A«)=-0, q>(a)^0, 

wie klein auch h gewählt werde: 

^^ (p{a + h) q)'{a + »^hy 

Für ein beliebig abnehmendes h konvergiert aber die 

rechte Seite von (3) gegen den Grenzwert !) [ — falls 

9? (a) 

dieser überiiaupt existiert — die linke Seite dagegen gegen 
den gesuchten Grenzwert 6r: 

\(p{x))x=a *=o95(a + Ä) ip{a) 
Somit ergiebt sich die Kegel I: 

I. „Wenn Zähler und Nenner eines 

Quotienten ^-7-^ für lim x ^ a gleichzeitig 

gegen den Wert Null konvergieren, so 

wird der Grenzwert lim —. =^ durch den 

Quotienten ,, : = lim —r, — -^ angegeben: 

vorausgesetzt wird hierbei, dass / und q) 
nebst ihren ersten Ableitungen an der 
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Stelle X = a eindeutig bestimmt und stetig 

sind und ,, { einen bestimmten Grenzwert 

(p{a) 

repräsentiert^ dass also im besonderen 
nicht etwa f(a) und q)'{a) gleichzeitig ver- 
schwinden. 

Tritt dagegen der letztere Fall ein, so 
hat man das Verfahren fortzusetzen: sind 
dann die m^° Ableitungen von / und (p die 
ersten, die für \\mx^=^a nicht gleichzeitig 

verschwinden, so wird 6r = hm —^ — -^ 

= "°^T/rl?!-?!^> falls *nrt?te+re' 

Grenzwert bestimmt ist und / und (p nebst 
ihren m ersten Ableitungen an der Stelle 
x=^a eindeutig bestimmt und stetig sind. 

Ist im besonderen lim/^*'*)(a) = 0, lim (p^^^(a) 
4=0, so ist der fragliche Grenzwert gleich 
Null; ist dagegen umgekehrt lim ^(*»)(a) =0, 
lim /"(*")(«) 4= 0, so ist der fragliche Grenzwert 
gleich Unendlich." 

Eine zweite Unbestimmtheitsform, „ — '', tritt für einen 

fix) . ^ . 

Quotienten -A-r ein, wenn f{x) und (p (x) für einen „kriti- 
schen" Wert X = a gleichzeitig unendlich gross werden: 
(5) f(a) = oo, 9? (a) = c». 

Man wird versuchen, diesen Fall auf den obigen zurück- 
zufahren. Als Ansatz dazu bietet sich unmittelbar die Ein- 
fuhrung der Hilfsfunktionen: 

<«) *(-)=^'^(^)=^' 

indem man schreibt: 

1 

.-. m _<P(^)_ F(x) 

^' <p{x) _j_ 0(xy 

SO dass die Voraussetzung (5) die Gestalt annimmt : 

14* 
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c» 

(8) F{a) = 0, 0(a) = O. 

Indem wir ausdrücklich voraussetzen, dass der gesuchte 

Grenzwert G = lim —. — —=7 eindeutig existiert , . kommt 
gemäss I: a = o9'(« + A) 

- y^(«) 

g - Km ^^" + ^^ - hm -^ ^" + ^^ - -^'(^^ - ^'^"^ 

(9) *=o ?'(« + *) »=o^(a + A) *'(«) — /""(«) 

p(a) 

y'(«) ^(^)_^>) ^2 
f(a)>2(a) Ha)*''- 

Somit ergiebt sich för den unbekannten Wert G die 
quadratische Gleichung: 

Falls demnach ^,; , einen bestimmten Wert darstellt, 

^("^^ . 00 

also insbesondere weder die Form — , noch die Form — 

00 

aufweist^ so lässt (10) noch zwei Möglichkeiten zu: ent- 



weder besitzt G den Wert NuU oder aber den Wert 



r(«) 



<p'(ay 
Um hierüber zu entscheiden^ schlage man das nämliche 

Verfahren fiir den reziproken Quotienten ^ ein, der ja 

für X = a gleichfalls die ünbestinmitheitsform — hat. Dann 
gelangt man analog zu der, (10) entsprechenden Gleichung: 

(11) l/l/>)_il = o 

d. h. entweder ist 6? = c» oder wiederum = ^—ttt - 

Da aber der nach Voraussetzung als eindeutig existierende 
Grenzwert G nicht zugleich*) Null und Unendlich sein kann, 
so bleibt nur die andere Möglichkeit: 

*) Überdies konnte man, ähnlich wie im Texte, zeigen, dass — 
bei AnsschlasB der Möglichkeit (12) — Q jeden beliebig vorgegebenen 
Wert anzunehmen im stände wäre. 
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(12, e = taÜü±| = £;w. 

Sollte aber auf der rechten Seite von (12) abermals eine 

der Unbestimmtsformen ^ resp. ^ auftreten, so ha«« man 

das Verfahren zu wiederholen^ und es ergiebt sich so 

die Eegel: Hn4-K\ 

II. „Wenn für f(ä) ^ oo, (p(ä)=^oo lim '^,,2 

^ ^ A=o95(a + Ä) 

sich einem bestimmten Grenzwert nähert, 

so ist er nach Massgabe der Regel I auf- 
zusuchen, d. h. man differenziere ein- resp. 
mehreremal (aber gleich oft) f{x) und (p (x) 
und bilde für x=^a den Quotienten der so 
entstehenden Ableitungen.^^ 

Zwei weitere Unbestimmtheitsformen „c» — c»" und 
„0 • c»" werden auf die Regel I resp. 11 zurückgeführt. 

Denn soll der Grenzwert der Differenz — rr t-t 

fup x=^a ermittelt werden, falls tp (a) = 0, ;^ (a) = 0, so 
liefert das Herauf multiplizieren der Nenner: 

^g. _}: 1 x(^) — y^{^) 

d. h. einen Quotienten, der für ^ = a die Unbestimmiheits- 

form TT hat Hat man andererseits ein Produkt tp {x) % {x), 

womr x^a tp verschwindet, x aber unendUch gross wird, 
so schreibe man je nachdem: 

(14) w{^)x{^) = —y = —r^> 



X{x) yf{x) 

c» 

dann resultiert für x^a die Unbestimmtheitsform -^ resp. — : 

^ oo 

III. „Die Unbestimmtheitsformen oo — oo, 
• oo werden unmittelbar auf die Fälle I 
resp. II zurückgeführt 
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Eine weitere Gattung von Unbestimmtheitsfonnen liefert 
die Potenzbildung. Es liege eine Potenz*) f{x)'P^^) vor, so 
können für einen Wert x = a drei kritische Fälle eintreten, 
die sich der elementaren Potenzlehre entziehen: 

a) m^Q, 9^(a) = 0, 

b) /•(«) = cx), 95(a) = 0, 

c) f{ä)==l, <p{a) ^oo. 

Man bediene sich dann der nämlichen Methode, die in 
§ 14 unter 73. zur Aufsuchung des Differentialquotienten 
einer Funktion von der Gestalt f{x)'P^'^ führte; man setze: 

so kommt: 

(15) lim/(a + Ä)v(«+*> = e*=n /^ 

* = 

und da der Logarithmus einer (positiven) Grösse, die den 
Grenzwert Null resp. Unendlich hat, selbst (negativ resp. 
positiv) unendlich gross wird, so subsumieren sich alle drei 
Fälle a) h) c) der Unbestimmtsform • oo (oder oo • 0) und 
damit der Regel III: 

rV. „Der Grenzwert einer Potenz /'(a;)^^*> in 
den drei kritischen Fällen: a)/'(a) = 0, 93(a)==0; 
&) A»)=.«^> 9^(«) = 0; c) f{a)=^'l, (p(a) = oo, 
— wo die Konverganz gegen resp. oo stets 
von der positiven Seite her erfolge — führt 
gemäss (15) auf die Unbestimmtheitsform 
• cx) und ist daher nach Hegel III zu be- 
handeln.«**) 



*) Wie bisher wird an der Beschränkungr festgehalten, dass die 
Basis einer Potenz positiv sei, dass also hier f{x) för lim x = a von 
der positiven Seite her gegen Null resp. Unendlich konvergiert. Da 

weiter der Fall eines negativen <p (x) sofort wegen f~~^ = j— auf ein 

positives (p(x) zurückkommen würde, können wir uns auch auf ein 
positives <pix) beschränken. 

**) Der scheinbar ebenfalls unbestimmte Wert, wenn f(a) = 0, 
97(a) = oo, erledigt sich gemäss (15) sofort dadurch, dass die Potenz 

dann die Form c^**^~°°^ annimmt, also den Grenzwert resp. cx) 
erhält, je nachdem <p{a) positiv oder negativ unendlich gross wird. 
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Eine Beihe von Beispielen möge zur Blustration und 
weiteren Ausführung der Begeln I bis IV dienen. 

Beispiele zu I. Formen ^. 

w (^Lr m.,r iTlr mm 5 c,. 

(s. § 12 (IV)). 
(3) {A^ + ^)-A^)| ^^^ (, g 8 (V)); 

nach der Regel der Funktionen von Funktionen (§ 13 1) 
ist der Difierentialquotient von f{x + Ä) — f{x) nach Ä, 
wenn a; + Ä für den Augenblick als eine Zwischenvariable u 

eingeführt wird, da -^^ = 1, gleich = f (w) = /"'(a? + Ä). 

Also kommt: ^^ ^^ 

wie es nach der Definition des Differentialqootienten sein moss. 

Hiervon kann man sich auch auf elementarem Wege über- 
zeugeui Denn nach der Formel für die Summe der geo- 
metrischen Reihe in der Gestalt § 6 (3) wird: 

/p3 — «ö^^/p — ^) ^x2^xa + a^), x^ — a^ = {x — a) (x + a)^ 

x^ — a^ x^ + xa + a^ 
x^ — a^ X + a 

Nunmehr kann man direkt x gegen a konvergieren lassen^ 
und erhält für den Grenzwert: 

gg + gg + gg 3a^ _ 3 
a + a "~ 2g "^ 2 
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n] 

Es kommt: 



zu 



x=a 



Im besoDderen also für w=l, a = l ergiebt sich der 
Grenzwert m, wie schon in § 2 S. 28 gefunden. Die dort 
angegebene elementare Methode würde auch, wie leicht 
zu zeigen, fiir die Behandlung des allgemeineren Falles 

(Oß^ — — Cli\ 
—- ausreichen. 

/l-^\ ^( Bin. \ ^/ 1 \ ^1 

' \ &m^x /as=o \2sma? cosÄ;/a.=o \2cosÄ;/a-=o 2 

Auch hier kann man auf elementar-trigonometrischem Wege 
zu dem nämlichen Ergebnis gelangen. Die Einführung des 



X 



halben Winkels ^ liefert: 



1 — cos a; 



2sin2 



X 



sin^a: 



mithin für lima;=^0: 



(2si 



X X 

sm^cosg 



2cos»J 



1 

2 



2C08*^ 



(6) 



( ^ \ ( 1 ] 1 1 



(7) (l ^ 

^ ^ \1 — sm r 



coBfl; 



smx — cosx/x==Q 



\ ^ I— xe"^^^ sin x + e«o««\ 
/a.=o"~ \ — cosiP + sinrp /aj=, 



— 1 



coso; 
= — e. 



(8) 



Ix 



t 1 


< 


- 1 


.Vi«- 


1 



Va;« — l' 



«« 



= 0. 



'«=1 



(9) 
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cos X 1 

1 I x^i~ 



Folgende Beispiele zeigen die Notwendigkeit einer 
wiederholten Differentiation. 



Ix^ — ax"^ — a^x + a^\ l%x^ — ^ax — oA 

^ ^ \ 2x^ — Zax^'\-a^ )^^r \ 6ä;2 — ^ax j^^« 



3a:g — 
6a:— 2a 



4a 2 



X2x — 6a/x=za 6« 3' 



. / 8in2a; — 2sin:r \ __/2cos2a; — 2cosit?\ 
^ ^ \2e«' — a;» — 2a; — 2^=o"~ \ 26«^ — 2a; — 2 ^=o 



__ I — 4sin2a; + 2sina;\ 
~ V 2e« — 2 /a.=o 

_ / — 8cos2a; + 2co8ii?\ 
'^ \ 2^ ^=0 

-( 



— 8 + 2 



)-3. 



oc 



Beispiele zu TL. Formen — . 



(12) 



\te3xl ' 



Da: 



2 



tga; cot Sa? 



tgSa; cota: ' 
80 liegt nur eine andere Schreibweise^ oder wenn man will, 

eine künstliche Umgestaltung der Unbestimmtheitsform — 
vor, und die Begel I liefert direkt: ^ 

3 

. =3(4^y ==3.Mr=3. 



/cot 3a? \ 
\ cota?/ 



8in2 3a; 



TV 

^ = 2 



sin^o? 



TT 



7t 
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(13) 



Die Dämliche Erscheinung bietet sich dar bei: 

'n 1 

— • — 

n \ i . xtC 

X 



tg 



cot 



XTl 



= n • 



X 



= TT < 



a; = 



2 / a; = 



= :7I • ;r^ = 



2 


cos^— - 


jr 


1 

7l2 



« = 



Ganz anders dagegen verhält es sich bei dem wichtigen 
Beispiele: 

(14) P) . 

Zunächst ist es ein wesentlicher Unterschied, ob x positiv 
oder negativ ins Unendliche wächst. Im letzteren Falle 



setze man x 



— u. dann wh-d — = = und 

X — u ue^ 



man sieht, dass diese Funktion für ein positives, stets 
wachsendes u unter jede Grenze sinkt. 

Es kommt also hier nur der andere Fall in Betracht, 
dass X positiv unendlich gross wird. Man verstehe unter 
a; = CO irgend einen beliebig, aber fest gewählten, wenn auch 
noch so grossen (positiven) Wert von x, und unter n + 1 
die nächst höhere natürliche Zahl. Dann liefert die Reihen- 
entwickelung (Va) des § 12 för e^: 



o>_ 1 -i. ?i -i. ^^ _L _i_ ^"~^ 

e -i + il+2! + --- + (w— 1)! 



+ ^m; 



Bn< 



CO 



H 



n\ 



CO 



n+1 



Somit ergiebt sich durch Unterdrückung des positiven 
Eestes iJ„ die Ungleichung: 



CO 



(O' 



und nach Division mit co: 



CO 



n — 1 



1! ' 2! ' • (w— 1)! 



ßCO 

CO 



>h + -^+^ + - + 



CO 



n — i 



CO 



(71 — 1)! • 



§ 17. Beispiele für Unbestiinintheits werte — . 219 

Hier ist die rechte Seite ein Aggregat von lauter positiven 

Grössen^ von denen bereits — bei wachsendem co jeden, 

beliebig vorgegebenen, noch so grossen Wert überschreitet. 
Um so mehr gilt also dasselbe för die linke Seite, mit 
anderen Worten, es ist, wenn ein beliebig Grosswerden 
eines positiven x mit a; = -[- c» bezeichnet wird : 

(14) lim — = + oo. 

a? = -J-oo ^ 

Damit ist nicht nur die Existenz des Grenzwertes 



(fL. 



dargethan, sondern auch der letztere selbst ermittelt. Als 
Kontrolle kann man hinterher die Regel 11 heranziehen: 

Der oben auf Grund der ßeihenentwickelung von e^ 
gegebene Beweis bleibt offenbar auch für die Untersuchung 

von ( — I gültig, wenn /i einen positiven Exponenten 

bedeutet, es kommt analog: 



<"•) £) 



Auch die Eontrolle lässt sich auf Grund von II in der- 
selben Art durchfuhren: denn ist jbi eine natürliche Zahl = m, 
so erhalt man nach m-maliger Differentiation: 






(ä:«»P JX-+00 



==:;ri(«*)-«^=+«= +~- 



ml 



Ist dag^en fi nicht eine natürliche Zahl, sondern zwi- 
schen den beiden natürlichen Zahlen m — 1 und m (inkl. 1) 
enthalten, so liefert m-maliges Differenzieren: 
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oo 



und da jetzt m — jm ein positiver Exponent ist, resultiert in 
der That der Grenzwert + oo. 

Man kann das Ergebnis auch dahin ausdrücken, dass 
für ein ins Unendliche wachsendes positives x die Funktion e' 
unendlich viel stärker (positiv) unendlich wird, als eine 
Potenz xf* mit beliebig, aber fest gewähltem, positivem 
Exponenten. 

Das Ergebnis (14) resp. (14a) kann dazu dienen, um 
zwei weitere wichtige Grenzwerte zu ermitteln, die durch 
Einführung der Umkehrung der Exponentionalfunktion ent- 
stehen. Das ist erstens: 



(15) 



\lx) 



x=-{-co 



X 6* 

Man setze lx = u, also x = e^, so wird j- = — > ^Mid 
auf Grund von (14) kommt unmittelbar: ^ 



+ CJO. 



(/4 > 0) bestimmt werden 



(15) (f) =(^) = 

(X^\ 
ouu, DU DCUÄC man; ^^/a;= + QO 

Xf* flXf* JüLXf* 

Ix fxlx l{xf*)' 

und föhrt man hier xf* = v als unabhängige Variable ein, 
so kommt man direkt auf (15) zurück, also vmrd: 

oder auch: 
(16b) 



SU.-»(^>»'' 



in Worten: Der Logarithmus einer positiv ins Unendliche 
wachsenden Grösse x wird unendUch schwächer (positiv) 
unendlich als eine Potenz xf* mit beliebig, aber fest ge- 
wähltem, positivem Exponenten. 

Die Kontrolle von (15) gemäss Begel 11 giebt sofort: 



m=+« (l) 



= + oo. 



w 



(16) 
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Zweitens werde vorgelegt: 



— oo. 
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X I 05=^0 



Man denke sich das positive x bereits < 1 und setze 
Zo? = — Uy d. h. o; = c~'* , so konvergiert u mit positiv gegen 
Null abnehmendem x positiv gegen Unendlich. Damit 
geht (16) über in: 

gemäss (14). 

• 

Beispiele für III. A. Formen oo — oo, 

(17) (-1 A) S lx-{x-X \ 



= { 



i-1 

X 



(x—l)- + lx 

^ X 



x=l 



und nach nochmaliger Differentiation: 

x^ 



X^ XX 



'»=1 



1^ 

x^ 



-2 + - 

. X X ^3.= ^ 



1 

2 



^ ^ Isino; 1{1 — x)}as=o l sinir?(l — x) Jx 



1—x 



+ cos X 



smx , . . 

\-l{l—X)COSX 

i X ^x=(i 



und nach nochmaliger Differentiation: 
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(1 — X)* 



Sin X 



sm X 



cos X cos X 



(1 
— 1 



X) 



2 



X 1 — X 



1(1 — x) sin X 



«=o 



— 1 — 1 



1 
2 



B. Formen • oo. 



'") (i^-H„r(ÄL.-l^ 



• a*Za 



= Za. 



«=o 



(20) 



H^^DL. 



Man führe hier w = — ein, so geht (20) über m: 

X 



(21) 






=1 



— 1 



\ = 



:7r 
2 



sin^— a; 



n 



«=i 



arcsm 



{„csin^ cotg {X - «)} = (^ _";, 



«=a tg (i 
'1 



(22) 




1 



"FM 



cos^ (:r — a) K=a 



1 
a 
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(1 sin ^\ 



- -F 



— COS x\ 



sin^ X . 



= 0. 



TT 



(24) {xlx):,=Q. 

Ix 
Da xlx = —f so liefert (16) den Grenzwert Null. 

X 

Beispiele zu IV. 

(25) {{l+lj}_ = J'<('-*-y^»'=«= a^'(^+^)l=«. 

Da der im Exponenten von e stehende Grenzwert 
nach (20) den Wert 1 besitzt^ so ergiebt sich: 

in Übereinstimmung mit § 12 (1), S. 126. 

(26) (^*)^=o= ^^'^'''^^^='= e(^'^)x=o_ 1^ 

da der Grenzwert der Exponenten von e gemäss (24) gleich 
Null ist 

Es stellt sich demnach das Ergebnis heraus^ dass der 
Satz II des § 1, wonach a^(a>0) mit gegen Null ab- 
nehmendem Exponenten gegen 1 konvergiert, gültig bleibt, 
wenn auch die Basis a selbst, genau so wie der Exponent^ 
gegen Null konvergiert. 

da der Grenzwert des Exponenten von e nach (15) gleich 
Null ist. 

Der Fall (27) ist aber auch direkt auf (26) zurück- 
fuhrbar, wenn man a: = - setzt. Dann wird: 

u 
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X 
mithin: 



L (1V= 1 



§ 18. Maxima nnd Minima Ton Fanktioneii 

einer Yariabeln. 

Es sei f{x) eine — wenigstens in einem gewissen Inter- 
valle^ anf das sich die Betrachtang beschranken soll — 
stetige Funktion von x^ und a eine beliebige Stelle des Liter- 
valles. Auf beiden Seiten von a denke man sich ein ge- 
nügend kleines Teilintervall von der Lange e abg^renzt: 
das Intervall von a — e bis a-\-e heisse die „Umgebung*^ 
oder die „Nachbarschaft^^ der Stelle a. Wahrend sich 
die Variable x von a — e über a bis a -|- £ stetig verändert^ 
wird die Funktion / (a;), faUs nur e hinreichend klein ge- 
wählt ist; im allgemeinen^ d. h. wenn a keine Ausnahmestelle 
ist; entweder im Zunehmen oder aber im Abnehmen begriffen 
sein; die beiden Differenzen f{a) — f{a — c) und f(a) — f(a + e) 
werden also Werte von entgegengesetztem Vorzeichen (;,un- 
gleichnamige^^ Werte) sein. Man sagt dann, dass die Zunahme 
resp. Abnsdmie von f{x) „an der Stelle^^ a stattfinde. Im. 
besonderen kann jedoch a eine solche Stelle sein — sie 
heisse dann eine „singulare" — dass die beiden Differenzen, 
wie klein auch e werde, Werte von demselben Vorzeichen 
(„gleichnamige" Werte) darstellen; in diesem Falle sagt man, 
dass die Funktion für a; = a einen „extremen" Wert (ein 
„Extremum") besitze, und zwar ein „Maximum", wenn 
das gemeinsame Vorzeichen ein positives, ein „Minimum", 
wenn es ein negatives ist *) 

Mit anderen Worten, und es entspricht das im wesent- 
lichen der unmittelbaren Auffassung eines grössten resp. 
kleinsten Wertes, es ist f(a) ein Maximum, wenn f{x) für 
X =^a einen grösseren Wert annimmt, als für Werte x, die 
sich auf beiden Seiten in immittelbarer Nachbarschaft von a 
befinden, und f(a) ist ein Minimum, wenn f{x) für x=^a 

*) Diese Definition des Maximnms resp. Minimums genügt bereits 
bei manchen Aufgaben zur Ermittelung der extremen Werte. 
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einen kleineren Wert annimmt, als für Nachbarwerte von x. 
Eine derartige Beschränkung auf die unmittelbare Nachbar- 
schaft von a, d. h. auf Werte a + «, mit einem hinreichend 
kleinen e ist für die Definition eines extremen Wertes 
von / (x) notwendig, da es sehr wohl vorkommen kann, 
dass eine Funktion von x in einem vorgegebenen Intervalle 
mehrere, selbst unbegrenzt viele extreme Werte aufweisen 
kann. Es handelt sich darum, solche extremen Werte einer 
Funktion durch analytische Kriterien zu charakterisieren. 

Zur Vorbereitung wird man vorerst ein Kriterium auf- 
stellen, das die beiden Fälle der Zunahme resp. Abnahme 
von f(x) an einer nichtsingulären' Stelle a zu trennen gestattet. 

Es geschieht das am durchsichtigsten wiederum auf 
Grund des Mittel wertsatzes (§15 III). Vorausgesetzt, dass 
auch f {x) im Intervalle {a — e, a + «) eindeutig bestimmt 
und stetig ist, so wird für eine positive Grösse öKe: 

n) rf(« + ^) - /(«) = »n<^+ *<5). < * < 1, 

\f((^) — /(a — <5) = <J/'(a — *i<5), < *i< 1. 

Soll nun f(x) an der Stelle a im Zunehmen begriffen 
sein, so müssen die beiden Differenzen linkerhand von (1) 
positiv sein und es auch bleiben, wie klein man e wähle^ 
und umgekehrt; mithin müssen auch /'(a + d^) und 
/'(a — ß'j^ö) positiv sein. 

Da aber sowohl a-\- '&d wie a — d^ d für beliebig ab- 
nehmendes e, da d < e, gegen a konvergieren, so muss auch 
der Wert von f{a) selbst positiv ausfallen. Umgekehrt, 
wenn f{ä) positiv ist, so muss es in Anbetracht der voraus- 
gesetzten Stetigkeit von f(x) möglich sein, ein hinreichend 
kleines Intervall (a — dy (i + S) abzugrenzen, so, dass auch 
innerhalb dieses Intervailes f{x) positiv bleibt; dann aber 
sind auch die linken Seiten von (1) positive Werte, und / {x) 
nimmt an der Stelle a zu. 

G^nau die analoge Überlegung greift Platz im Falle 
einer Abnahme von f{x) an der Stelle a; eine solche ist 
dadurch charakterisiert, dass die linken Seiten von (1) 
gleichzeitig negative Werte annehmen; das ist wiederum nur 
so möglich, dass f{a) negativ ausfällt, und rückwärts 
schliesst man wiederum von der Negativität von f*(a) auf 
die der rechten und damit der linken Seiten von (1). 

W. F r. M 6 y e r , DifPerentialrechnimg. 15 
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Damit ist das gewünschte Kriterium fflr die Zunahme 
resp. Abnahme einer Funktion f{x) an einer Stelle a er- 
mittelt: 

I. „Eine in der Umgebung einer Stelle a 
nebst ihrer ersten Ableitung f {x) stetige 
Funktion f{x) ist an der Stelle a? = a im Zu- 
nehmen resp. Abnehmen begriffen, je nach- 
dem f'{x) einen, von Null verschiedenen, 
positiven resp. negativen Wert besitzt, und 
umgekehrt." 

So nimmt beispielsweise die Funktion sin:r im ersten 
Quadranten beständig zu, da daselbst überall (sin x') == cos x 
positiv ist, dagegen im zweiten Quadranten bestandig ab, 
da daselbst überall cosa? negativ ist. 

Femer nimmt a* (a > 0) bei wachsendem x stets zu 
resp. ab, je nachdem («*)'= aHa, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, je nachdem la positiv oder negativ, d. h. je 
nachdem a > 1 oder < 1 ist 

Da (lg^y= — • 7~^ sö nimmt für eine Basis a > 1 bei 

X vQt 

wachsendem (positiven) x ]gx stets zu, im besonderen 
siBO auch der natürliche Logarithmus Ix, 

Die Regel I lässt es nunmehr als plausibel erscheinen, 
dass f{x) an der Stelle x^a nur dann einen extremen 
Wert besitzen wird, wenn /*'(») « ist. In der That müssen 
unter der Voraussetzung eines extremen Wertes f{ci) die 
linken, also auch die rechten Seiten von (1) ungleichnamig 
sein, mithin auch f{a+^S) und f {a — ^i^), wie klein 
auch d gewählt sei. Da aber nach dem Hilfssatz II des 
§ 15 die im Intervalle (a — d, « + 6) stetige Funktion /*'(«), 
falls daselbst auch ihre erste Ableitung i. e. f"{x) stetig ist, 
mindestens einmal für dnen Wert zwischen a-\' ^d und 
a — ^^(J verschwinden muss, und ein solcher Wert bei be- 
liebig abnehmendem d selbst gegen a konvergiert, so folgt 
das Verschwinden von f\a). 

Schwieriger ist die Beantwortung der umgekehrten Frage, 
ob resp. wann das Verschwinden von f'{(i) einen extremen 
Wert von f(a) nach sich zieht, und, wenn das der Fall, 
ob dieser extreme Wert einem Maximum oder aber einem 
Minimum von f{x) zugehört? 
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Nach der vorausgesetzten Stetigkeit von f (x) und /*" {x) 
im Intervalle {a — d, a + d) ist, wiederum auf Grund des 
Mittelwertsatzes : 

. r(a + &d) = r {a) + ^Sr{a + &,^d), (0 < *, < 1), 

Es sei jetzt /*'(«) = 0. Dann geht (1) unter Benutzung 
von (2) über in: 

Der besondere Fall, dass auch f'^{a)==0 ist, bleibe 
vor der Hand ausgeschlossen. Weist f{x) an der Stelle x^==a 
ein Maximum auf, so müssen die linken, also auch die 
rechten Seiten von (3), somit auch f'^{a + '9^'9d) und 
f''(a — ^8^1^) gleichzeitig negative Werte annehmen, wie 
klein auch d sei. Das ist aber wegen der Stetigkeit von 
f^^{x) und, da /"(a)4=0, nur so möglich, dass /*"(«) selbst 
negativ ausfilllt. Genau in derselben Weise erkennt man, 
dass im Falle eines Minimums f(a) der Wert von f (a) 
positiv ausfallen muss. 

Diese Schlüsse sind wieder umkehrbar. Ist f (a) 
negativ, so muss sich für ein hinreichend kleines d ein 
Intervall (a — d, a + <5) abgrenzen lassen, dass innerhalb 
desselben f''{x), also auch r{a + »^'»d), f {a — '»^^^d) 
negativ bleiben; dann sind aber auch die linken Seiten von (3) 
negative Werte und es tritt ein Maximum fip) ein. Genau 
ebenso schliesst man von einem positiven f''{<i) auf ein 
Minimum f{a). Diese ümkehrungen versagen aber, sobald 
/"(a) selbst Null ist. Für diesen neuen Ausnahmefall ist 
das eingeschlagene Verfahren abermals fortzusetzen, und es 
kommt, auch die Stetigkeit von f"' {x) an der Stelle x = a 
vorausgesetzt: 

f{a + d) — f{a) = *2i?2a3/-(B) (a + d^^^i^d), 0< ^4 < 1). 
(4) 

f{a)^f{a-S)^'»,^\d''t^'>{a — '»,»,»^S), (0<i?5<l). 

Ist hier f^^^ (a) von Null verschieden, so treten die näm- 
lichen Schlüsse ein, wie in dem ursprünglichen Falle, wo f{d) 
von Null verschieden war; je nachdem f^^^{a) positiv oder 
negativ ausfällt, ist f{x) an der Stelle x = a im Zunehmen 

15* 
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resp. Abnehmen begriflfen, und man hat es demnach nicht 
mit einem extremen Werte zu thun. 

Ist dagegen auch f^^){a) = 0, und f^^^{x) an der 
Stelle X = a stetig, so liefert der Mittelwertsatz die Fort- 
entwickelung von (4): 

f{a + d) — f{a) = ^,'9l&'d'f'\a + ^,&^&,^d), {0<&,< 1), 
^^^f(a - ($) - f{a) = &,»l^ld'f^'\a - ^.'»^'»s'»!»), {0<'»,< 1). 

Für /*(*)(«) 4=0 hat der nämliche Schluss Geltung, wie oben 
bei /*'(«) = 0, /''(a)=(=0: je nachdem f^*^{a) negativ oder 
positiv, tritt für x = a ein Maximum resp. Minimum von 
f{x) ein. 

Ist aber auch /'^*)=0, so geht man wiederum in der 
angezeigten Weise fort u. s. w.; bei jedesmaligem Fort- 
schreiten erhalt die rechte Seite der zweiten Gleichung (3), 
(4), (5) ... ein neues negatives Vorzeichen, oder, wenn man 
dasselbe auf die linke Seite wirft, so hat die letztere ab- 
wechselnd die Gestalt f{a — d) — /(a), f{a) — f{a — d), 
f{a — S) — f(a) u. s. w. 

Hieraus fliesst die allgemeine Regel: 

II. Eine Funktion f{x) sei an der Stelle 
x = a nebst ihrer ersten und zweiten Ab- 
leitung stetig, und f (a)4=0. Dann ist das 
Kriterium für einen extremen Wert von f(x) 
an der Stelle ä: = a das Verschwinden von 
f{a), und zwar für ein Maximum bei f^'{a) <0, 
für ein Minimum bei f^{a) > 0. 

Ist dagegen auch f"{a) = 0, so verstehe 
man unter der w*®° Ableitung f^^^ die erste 
in der Reihe der Ableitungen von /, die für 
x = a nicht verschwindet: 

Dann ist für ein gerades w das Kriterium 
eines extremen Wertes f{a) erfüllt, und zwar 
für ein Maximum resp. Minimum von /, 
je nachdem f^^^^ia) negativ resp. positiv 
ausfällt. 

Dagegen ist für ein ungerades n das 
Kriterium für Zunahme resp. Abnahme von / 
an der Stelle a erfüllt, je nachdem /^"^(a) 
positiv resp. negativ ist. 
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Hierbei ist vorausgesetzt, dass f{x) nebst 
allen Ableitungen bis zur n^°^ inkl. an der 
Stelle x = a, d.h. in einer hinreichend kleinen 
Umgebung von a stetig ist. 

Diese Regel möge noch auf den in § 13 behandelten Fall 
ausgedehnt werden, wo die Funktion /*, deren extreme Werte in 
einem Intervalle gesucht werden, zunächst als Funktion zweier 
Variabein Xy y erscheint, die selbst wieder von einer dritten 
Variabein t abhängen. Es trete aber hier die Beschränkung 
auf den in den Anwendungen besonders häufig eintretenden 
Fall ein, dass man von vornherein weiss, dass in einem 
vorgegebenen Intervalle die Funktion wenigstens ein Maximum 
resp. Minimum besitzt. Dann weiss man, wie oben betont 

wurde, dass an der fraglichen Stelle -^ verschwinden muss; 

df ^ 
besitzt überdies die Gleichung -- = innerhalb des Inter- 

valles nur eine einzige Lösung, so ist die Aufgabe erledigt, 

ohne dass man die zweite Ableitung -^, deren explizite 

Aufstellung und Untersuchung ofl umständlicher ist, zu 
untersuchen braucht. 

Der einfachere Fall ist der, wenn x^ y explizite Funk- 
tionen von t sind: 

(6) x^gif),y^h{{); 

es ist dann nach § 13, IVa: 

dl^dfdx^dldy^ 

^ ^ dt dx dt'^ dy dt 

gleich Null zu setzen. 

Nicht ganz so einfach ist der andere, häufiger sich 

darbietende Fall, wenn y implizite als Funktion von t=^ x 

^vorliegt, d. h. wenn x, y durch eine Relation verbunden sind: 

(8) ^ ^(^,y)_0. 

Dann ist nach § 13, IVy: 



(df Sf df 



(9) 



dx dx dy 

dw dcp , 
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Für den vorausgesetzten extremen Wert von f{x) ist 

-^ gleich Null zu setzen; multipliziert man dann die erste 

Gleichung mit -^, die zweite mit -^ und subtrahiert, so 

folgt das Verschwinden der Funktionaldeterminante (s. § 13, 
(63)) von f und q) : 

(10) /,^,_/;^,=._____«0, 

eine Gleichung, die im Verein mit (8), das unbekannte 
Maximum resp. Minimum von /, als Funktion von x be- 
trachtet, zu finden gestattet. 
Es gilt also die Regel*): 

Ha. „Die extremen Werte einer Funktion 
f{^j y)f wo X, y an eine Relation (^Neben- 
bedingung') (8) <p(x, y) = gebunden sind, be- 
finden sich unter den gemeinsamen Lösungen 
der beiden Gleichungen 9? = 0, fiq>2 — f2(Pi 
«=0 (10). Besitzt im besonderen f(Xy y) inner- 
halb eines vorgelegten Intervalles wenigstens 
ein Maximum resp. Minimum, und lassen 
andererseits die Gleichungen 9^ = 0, f^cp^ 
— /29^i = innerhalb des Intervalles nur eine 
gemeinsame Lösung {Xy y) zu, so ist diese 
die dem fraglichen Maximum resp. Minimum 
zugehörige.*^ 

Man bemerke, dass die Gleichung (10) dieselbe bleibt, 
auch wenn (8) von der allgemeineren Gestalt ist: 

(8a) (p{x, y) = c, 

wo c ein gegebener fester Wert ist. 

Nun ereignet es sich öfters, dass schon die Gleichung (10) 
allein die nach Voraussetzung einzige Lösung der Aufgabe 
liefert; far diesen besonderen Fall kann man folgern, dass 
diese Lösung zugleich auch die der anderen, parallel laufen- 



'*') Diese Regel lässt sich mittels des auf n Variable ausgedehnten 
Satzes IV/ des § 18 und mittels der Algebra der linearen Gleichungen 
(s. diese Sammlung, Bd. VI, § 46) auf den Fall einer Funktion- von 
n Variabein erweitern, zwischen denen n — 1 Relationen (Neben- 
bedingungen) bestehen. 
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den Aufgabe ist, den extremen Wert von (p {x, y) zu finden, 
während Xy y an die Bedingung / {Xy y) = <\ gebunden sind, 
wo wiederum c^ eine gegebene Konstante bedeutet (s. unten 
die Aufgabe 5). 

Es wird nützlich sein, die dargelegte Theorie der 
extremen Werte an einer Reihe instruktiver Beispiele zu 
erproben, die zumeist dem Gebiete der Geometrie ent- 
nommen werden sollen, 

Beispiele. 

1. /(a;) =* sinic. 

Da (sin xy= cos x innerhalb der ersten vier Quadranten, 

d. h. von X = Q bis :r = 2jr nur für x=^ ^ imd x = -^ 

verschwindet, imd (sin x)"=^ — sin a? für x = — den Wert — 1, 

für X = -^ den Wert + 1 annimmt, so folgt unmittelbar 

das aus den Elementen der Trigonometrie (s. diese Sammlung, 
Bd. m, § 31) wohlbekannte Ergebnis, dass sin x innerhalb 
der ersten vier Quadranten einen und nur einen Maximal- 
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wert (nämlich + 1) für x = — besitzt, und einen und nur 
einen Minimalwert (nämlich — 1) für x = -^ . 

[Ganz entsprechend hat gosx sein Maximum (+ 1) an der 
Stelle ic = 0, und sein Minimum ( — 1) an der Stelle x = jt.] 

Die Regel über das Maximum des Sinus gestattet zahlreiche 
Anwendungen, von denen einige au%efiihrt werden mögen. 

2. Aufgabe: ,J)as grösste, einem Kreise einbeschriebene 
Rechteck aufzusuchen.^^ 

Man wähle die Richtungen der beiden Durchmesser, 
die zu den Seiten eines, dem Kreise — mit dem Centrum 
und dem Radius a — einbeschriebenen Rechteckes parallel 
sind, als Koordinatenachsen. Der auf dem Bogen des ersten 
Quadranten gelegene Eckpunkt des Rechtecks sei {x, y). 
Der Inhalt J des Rechteckes ist dann: 

J=4:xy, 

oder, bei Einführung von Polarkoordinaten a, (p, wo also <p 
ein Winkel des ersten Quadranten ist: 
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e7'= ia^ sin 99 cos 99 == 2a^ &in2<p = 2a^ sini^, 

wo nunmehr xp = 2(p das Intervall bis :7i: durchläuft, ffir 
dessen Endwerte offenbar J den Wert Null hat. Aus der 
stetigen Änderung von J geht hervor, dass J mindestens 
ein Maximum besitzen wird. In der That hat sin tp nach der 

Aufgabe 1. nur das' eine Maximum für ^ = — , d. L far 
99 == j . Dann aber stehen die beiden Diagonalen des Recht- 
ecks senkrecht auf einander, das Rechteck wird daher zu 
einem Quadrat mit dem Inhalt 2a^, wie sich auch trigono- 

7t 7t \. 

metrisch sofort bestätigt, da cos — == sin j = —= . 

Man kann in diesem Falle auch die Regel Ha heran- 
ziehen. Es ist: 

99 ^ a;2 + 2^2 _ 0^2 _ 0, 9?! = ^ = 2a:, 993 = ^ = 2y, 

also : 

8 ^^'^^^ ~ ^^"^^ = y2 _ ^2 _ 0, 

somit y == Xy da man sich auf positive x, y beschranken 
konnte. 

Es gilt also: 

„Das grösste, einemKreise einbeschriebene 
Rechteck ist ein Quadrat, dessen Ecken durch 
die Endpunkte irgend zweier, auf einander 
senkrechter Durchmesser gebildet werden.^^ 

Das Ergebnis kann unschwer auf eine Ellipse aus- 
gedehnt werden. Nach den Elementen (s. diese Sammlang, 
Bd. VIII, § 44) müssen die Seiten eines der EUipse ein- 
beschriebenen Rechtecks parallel den Achsen der Ellipse sein. 
Sind a, 6 die Längen der Halbachsen — deren Richtungen 
zu Koordinatenachsen (§ 5, (26)) gewählt werden — , 99 die 
excentrische Anomalie, also x =^ a cos 99, y = & sin 93, 
wo {x, y) wiederum der auf dem Bogen des ersten 
Quadranten der Ellipse gelegene Eckpunkt des Rechteckes 
sei, so wird: 
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«7"= 4:xy = 2ah sin299, 

SO dass wiederum für 9? = j das Maximalrechteck mit dem 
Inhalte 2 ah eiatritt. 

Hieraus ist die geometrische Konstruktion dieses Recht- 
eckes sofort ableitbar: ,,Man schlage um das Centrum der 
Ellipse einen Kreis mit dem Radius 6; durch den Mittel- 
punkt des durch den ersten Quadranten dieses Kreises 
gebildeten Bogens lege man eine Parallele zur Richtung 
von a, die die Ellipse iu P^, Pg treffe. Durch P^, P^ lege 
man noch je eine Parallele zur Richtung von 6, die die 
Ellipse noch in Pg resp. P^ treffe. Dann sind P^, Pg, Pg, P4 
die Ecken des der Ellipse einbeschriebenen Rechteckes von 
grösstem Inhalte.^^ 

Die Regel IIa diene wieder zur Bestätigung. Es ist jetzt: 

_ ii?2 ^2 2x 2y 

nüthin: 



d. i. 



1 1/^ oc^ 

~(J^<p, - J^<p,) = — - — = 0, 

X a ' 



Da aber andererseits — = — tffg?, so wird: 

X a ^^^ 

tg9?=l, q> = ^' 

Die Lösung der vorstehenden Aufgabe wird praktisch 
z. B. verwendet bei der forstlichen Aufgabe, aus einem 
Baumstamme von der Gestalt eines geraden Kreiscylinders 
mit elliptischer Basis einen Quaderbalken von grösstem 
Volumen auszuschneiden. Die Grundfläche dieses Quaders 
bildet eben das der Ellipse einbeschriebene grösste Rechteck. 

3. Aufgabe: „Den Inhalt A eines Dreiecks mit zwei 
gegebenen Seiten a, h zu einem Maximum zu machen." 

Sei X der von a, b eingeschlossene Winkel, so wird 

2A =s ah sin X, wird also ein Maximum für x =^ — , d. h. ffir 
ein rechtwinkeliges Dreieck: 
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„Von allen Dreiecken mit zwei gegebenen 
Seiten a, h besitzt das rechtwinkelige mit 
den Katheten a, i den grössten Inhalt.^^ 

4. Aufgabe: „Von einem Punkte der Ebene gehen 
zwei geradlinige Richtungen aus; innerhalb des so gebildeten 
Winkels co sei ein Punkt P markiert Man soll durch P 
eine Gerade legen, die aus dem Winkel co ein Dreieck von 
kleinstem Inhalt ausschneidet.'^ 

Die Figur 12 zeigt sofort, dass nicht jede Grerade durch P 
mit den Schenkeln von co ein Dreieck begrenzt, dass viel- 
mehr die Geraden, die das 
thuD, einem gewissen Winkel- 
raum (mit der Spitze P) an- 
gehören. Man lege nämlich 
durch P zu den Schenkeln von 
CO je eine Parallele. Dreht man 
dann eine Gerade durch P aus 
der Lage der einen Parallelen 
über hinweg bis in die Lage 
der anderen Parallelen, so sind 
alleGeraden des so bestimmten 
Winkelraumes auszuschliessen^ da sie von den beiden Schenkeln 
von CO je nur den einen lareffen, den anderen aber erst in 
seiner Verlängerung (über hinaus). 

Dreht man dagegen die Gerade durch P in umgekehrter 
Sichtung von der einen Parallelen bis zur anderen, so trifft 
sie in jeder Lage, die Parallelen selbst ausgenommen, beide 
Schenkel von co. 

Den beiden Parallelen als Grenzlagen entspricht je ein 
„uneigentliches'' Dreieck (von dem zwei Seiten parallel sind), 
dessen Inhalt offenbar unendlich gross ist. Somit muss der 
fragliche Dreiecksinhalt wenigstens einmal zu einem Minimum 
werden. Da wir aber bei der Aufsuchung der extremen 
Werte einer Funktion f{x) in einem vorgelegten Intervalle 
vorausgesetzt haben, dass / (x) innerhalb des Intervalles, die 
Elndpunkte eingeschlossen, stetig sei, also im besonderen 
auch nicht unendlich gross werde, so werden wir im vor- 
liegenden Falle, um nicht in Schwierigkeiten zu geraten, 

den reziproken Wert -r des zu untersuchenden Dreiecks- 




Fig. 12. 
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Inhaltes A als die Funktion einführen, deren extreme Werte 
bestimmt werden sollen; jedem Minimum vonJ korrespondiert 

1 . ' 

dann ein Maximum von -j und umgekehrt. Nach diesen 

Vorbetrachtungen gehen wir zur Rechnung über. 

Man wird die beiden Schenkel von co als positive 
Hichtungen eines ParaUelkoordinatensystems {S, i]) benutzet: 
Der Punkt P habe die gegebenen Koordinaten f^^ Vi' ^^'^ 
Gerade durch P schneide auf den Achsen resp. die Längen 
u, V aus, dann ist ihre Gleichung: 

U V 

da, aber die Gerade durch P gehen soll, so ist demnach die 
Kelaüon : . 

k + Vt^i 

U V 

erfüllt. Andererseits ist der doppelte Inhalt 2A des in Kede 
stehenden Dreiecks: 

2A = UV sina>. 

Da der reziproke Inhalt —r eingeführt werden soll, so 

wird man auch die reziproken Werte w, vi 

1 1 

u' ^ V 

als veränderliche Grössen einfuhren, dann ist: 

Hieraus ei^ebt sich sofort, da y = ^— , für ^—: als die 

vorzulegende Funktion f{x) von x\ 

^) = ö^ = : a: ( 1 — li a; = ;— ^ . 

Man hat unmittelbar: 

r(^) = L_ (1 - 2a:fi) = 0, 

?yi sm a> 
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und damit ip = — = 7r-r-, d. i. w = 2fi, woraus weiter, im 

M 2 f 1 

HinbUck auf ^ + ^ = 1, sofort v = 2rji folgt 

UV 'i ^ ^ 

Dass die gefundene Lösung einem Maximum von -r 

entspricht, ersieht man auch analytisch sofort aus dem 
negativen Wert der zweiten Ableitung von f(x): 

Es werde wiederum zur Bestätigung die Regel IIa 
herangezogen. 

Da mit -r zugleich auch • -r zu einem Maximum 

wird, so legen wir am einfachsten als die Funktion f(x, y), 
deren Maximum zu finden ist, die folgende zu Grunde: 

f{x, y) ^xy, q) = ^^x + ^1^ — 1=0. 

Dann wird: 

fi-j^-y, h-j^-^^ ^^--8^-^^^ ^^-id^-'J^' 

und dies in 9? =« eingesetzt, liefert 2x^i = '^VVi = ^> 
i. e. wiederum: 

_ = M==2fi, - = r = 2^i. 

„Man erhält also die gesuchte Gerade 
durch P, die aus dem Winkel co ein Dreieck 
von kleinstem Inhalt ausschneidet, indem 
man die Länge der Abscisse f^ von P (oder 
auch die Länge der Ordinate rj^) von ihrem 
Endpunkt auf der betreffenden Achse noch 
einmal nach der unbegrenzten Seite des 
bez. Schenkels hin abträgt und den so er- 
haltenen Endpunkt mit P verbindet" 

Hieran lassen sich einige interessante geometrische 
Folgerungen anknüpfen. Ein Blick auf die Figur zeigt, dass 
vermöge des Ahnlichkeitssatzes der Planimetrie das zwischen 
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den Schenkeln von co liegende Stück der durch P gehenden, 
die Aufgabe lösenden Geraden in P halbiert wird (und um- 
gekehrt, wollte man eine Gerade durch P mit der letzteren 
Eigenschaft suchen, so müsste es, wiederum auf Grund des 
Ahnlichkeitssatzes, eben die in Rede stehende Gerade sein). 

Kun ist aus der analytischen Geometrie bekannt (s. diese 
Sammlung, Bd. Vm, § 46), dass genau die nämliche Eigen- 
schaft der Tangente in P an die Hyperbel zukommt, die 
die beiden Schenkel von a> zu Asymptoten besitzt und 
durch P hindurchgeht. Somit hat man folgenden Satz für 
die Hyperbel: 

,,Die Tangente der Hyperbel in irgend 
einem ihrer Punkte P schneidet aus den 
Asymptoten ein Dreieck von kleinstem In- 
halt aus.^^ 

5. Doppel-Aufgabe. „Von einem geraden Ejeiscylinder 
habe das Volumen resp. die Oberfläche eine gegebene Grösse, 
welches ist der extreme Wert für die Grösse der Oberfläche 
resp. des Volumens?" 

Es bedeute r den Kadius des Grundkreises, h die Höhe 
eines geraden Kreiscylinders, so sind das Volumen V und 
die Oberfläche bestimmt durch die Formeln (s. die Stereo- 
metrie dieser Sammlung): 

F= r^Jih, = 2jrr2 + 2r7ih. 

V . 

Da mit V auch F^ = — und mit auch 0^ =* ö~ J® 

einen extremen Wert annimmt, so besteht die erste Auf- 
gabe darin, wenn V^ = r^h einen gegebenen Wert c hat, 
0^=^r^-\-rh zu einem extremen Wert zu machen. 

Setzt man den Wert ä = — in 0^ ein, so kommt : 

0,-/(r) = r* + pr(r)-2r-^,rW = 2 + ^. 

Die Forderung /*(r) = liefert r^ = ^, also für r den 
einen (reellen) Wert: 
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der mit Bücksicht auf den positiven Wert von f'{r) einem 
Minimum von entspricht. Um den zugehörigen Wert 
von Ä zu berechnen, bilde man lieber das Verhältnis 
von Ä zu r: 

2 
Bei der zweiten Au%abe hat 0^ = ^r— ^=^r^-\- rh einen 
gegebenen Wert y, während T^= — = r*4 zu einem Ex- 
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tremum gemacht werden soll. Vermöge der Einsetzung 

y — T*^ 
von A = geht V^ über in: 

T 

Fl = F{r) :=yr — r^, F'(r) = y — 3r^, F"{r) = — 6r. 

Für jF'(r) = ergiebt sich der eine (reelle) positive 
Wert, der wegen des negativen Wertes von F''{r) einem 
Maximum von V korrespondiert: 



--f,-^ii- 



Zur Bestimmung von A bilde man wiederum kürzer: 
r r^ y 



* = 2.-.|/i-2|/^. 



Passt man das Wesentliche für beide Aufgaben zu- 
sammen, so hat man den Satz: 

„Unter allen geraden Kreiscylindern mit 
vorgegebenem Volumen resp. vorgegebener 
Oberfläche hat derjenige die kleinste Ober- 
fläche resp. das grösste Volumen, dessen 
Höhe gleich dem Durchmesser des Grund- 
kreises ist/^ 

Dass in der That bei der ersten Aufgabe wenigstens 
ein Minimum von 0, und bei der zweiten Aufgabe wenig- 
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stens ein Maximum von V existieren muss^ kann man direkt 
aus den Ausdrücken für 0^ = r^ -] — resp. V^=yr — r^ 

T 

== r (y — r^) entnehmen. Denn im ersten Falle übersteigt 
Ol, also auch = 27rOi, sowohl wenn r gegen Null kon- 
vergiert, als wenn r unendlich gross wird, jede Grenze 
(während innerhalb dieses Intervalles von r lauter end- 
liche von Null verschiedene Werte annimmt); es liegt also 
hier ein Fall von demselben Charakter vor wie bei der 
Aufgabe 4. 

Bei der zweiten Aufgabe kann man r das eine Mal 

gegen Null, das andere Mal gegen + Ty konvergieren lassen. 
(Im Grenzfalle r^ = y ist oflFenbar der gegebene Wert 
= 2ny = 27ir^ der Oberfläche so gross als die Flächen der 
beiden Grundkreise zusammen, so dass für den Mantel imd 
damit für h der Wert Null resultiert: einem grösseren Werte 

r (> /y) entspricht also überhaupt kein Volumen mehr.) 
Beidemal konvergiert F^ == r (y — r*) und damit V gegen 

Null, sodass im Intervalle r = bis r = /^ mindestens 
ein Maximum vorhanden sein muss. 

Man darf daher wieder die Regel IIa heranziehen. 
Dann hat man unmittelbar: 

ÖJrHirÄ)^ 

und das Verschwinden der Funktionaldeterminante (10) 
führt zu: 

2r^h — (2r» + hr^) = r^ (Ä — 2r) = , 

also, da r = nur einen ausgearteten Cylinder giebt, wie 
oben, für beide Au%aben zur gemeinsamen Lösung Ä = 2r. 

Der Vorteil der zweiten Methode zeigt sich offenbar 

darin, dass nicht nur das Verhältnis — , dessen Wert 2 für 

r 

beide Aufgaben charakteristisch ist, von selbst hervortritt, 

sondern auch, wie bereits in der Theorie betont, die Lösung 

unmittelbar als eine beiden Aufgaben gemeinsame erscheint. 



240 § 18. Beispiele för Mazima und Minima. 

6. Aufgabe. „Einem Dreieck mit den Seiten a, h, c 
werde derart ein Rechteck einbeschrieben, dass dessen eine 
Seite (die Grundhnie des Rechtecks) einen Teil von a (der 
Grundlinie des Dreiecks) bildet, wahrend die Ecken der 
Gegenseite in b, c liegen. Welches von allen diesen Recht- 
ecken hat den grössten Inhalt?" 

Die Winkel, die a mit 6, c bildet, seien y, ß (oflfenbar 
darf keiner dieser beiden Winkel stumpf sein), dtie zu a 
gehörige Dreieckshöhe sei h. Die Grundlinie des Rechtecks 
sei Xy die Höhe desselben y. 

Die Dreieckseite a setzt sich aus den drei Stücken x, 
y cotg)3 und y cotg/ zusammen, so dass die Relation besteht: 

(p{x,y) = x-[-y (cotg ß + cotg y) — a = 0, 

während der Inhalt It = xy des Rechtecks ein Maximum 
werden soll. Man setze zur Abkürzimg: 

cotg ß + cotg y = flr, also (p = x + gy — a = 0, 
so wird B = xy als Funktion von y: 

^ = fW) = y{^ — gy) = »y — ö^y^- 

Da fiir y = wie für y = - = Ä*) B den Wert NuU 

hat, so liegt im wesentlichen dieselbe analytische Aufgabe 
vor wie bei 4. 
Es wird: 

r{y)-a-2gy, r{y) = — 2g, 

so dass /*'(y) = mit Rücksicht auf den negativen Wert 

von f^{y) das fragliche Maximum von JB für y =-h~ liefert. 

Bezeichnet man die beiden Projektionen von &, c auf a 
mit p, 2, so ist: 

cotg/J = |, ootgy = |, 

also : 

p -\- Q a 
g = cotg ß + cotg y = -^— = ^ , 



*) Dass A = — ist, wird gleich nachher gezeigt. 
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und es wird demnach: 

woraus sich wegen q) = fui x der Wert ^ ergiebt Das 
liefert den Satz: ^ 

„Unter allen einem Dreieck einbeschrie- 
benen Rechtecken, deren Grundlinien auf 
der Grundlinie des Dreiecks liegen, hat 
dasjenige den grössten Inhalt, dessen Höhe 
gleich der halben Höhe des Dreiecks ist 
(oder auch, dessen Grundlinie gleich der 
halben Grundlinie des Dreiecks ist)." 

Die Bestätigung mittels Ha vollzieht sich wie bei 
Aufgabe 4. 

Damit ist die Konstruktion des in Rede stehenden 
Rechtecks gegeben, man braucht nur durch den Mittelpunkt 
von h eine Parallele zu a zu legen, und von deren Schnitt^ 
punkten mit b, c Lote auf a zu fällen. 

7. Angabe. „Einem geraden Kreiskegel sei ein 
gerader Kreiscylinder derart einbeschrieben, dass der Grund- 
kreis des letzteren ein zu dem Grundkreis des Kessels kon- 
zentrischer Kreis ist, auf dessen Peripherie Lote errichtet 
werden, bis sie den Mantel des Kegels treffen. Welcher 
von diesen Kreiscylindem hat das grösste Volumen?" 

Die Aufgabe lässt sich an die vorige anschliessen; denn 
lasst man unter der Annahme ß = y die dortige Figur um 
die Dreieckßhöhe h rotieren, so erzeugt das Dreieck einen 
geraden Kreiskegel und das dem Dreieck einbeschriebene 
Rechteck den dem Kegel einbeschriebenen Cylinder. Ist 
daher x der Radius des Cylindergrundkreises, y die Höhe 
des Cylinders, so ist wie oben: 

(p = x + y^ — a^O, x^j^{h — y)y 
und demnach das mit n • t^ dividierte Volumen F des 



Cylinders, das wiederum für y = und y = A den Wert 
Null hat: 

W. Fr. Meyer, Differentialrechnung. 16 



242 § 13* Beispiele für Maxima und Minima. 

fiy) = Ä» — Ahy + 3y«, r (y) 4Ä + 6y. 

Die Auflösung der quadratischen Gleichung f (y) = 
liefert zunächst die beiden Wurzeln: 



2Ä + y4Ä»— 3Ä« 2Ä + Ä 
y -^^ f-- 

Da aber die eine Wurzel — ^ — = Ä dem ausgearteten 

Cylinder vom Volumen NuU entspricht, so kommt nur die 
andere Wurzel: 

2h — h h 

^—3 3 

in Betracht, für die, wie es sein muss, 

f '(y) 4Ä + 2Ä = — 2Ä 

negativ ausfällt. Damit bestimmt sich das zugehörige x als: 

und es gUt: 

„Unter allen einem geraden Kreiskegel 
einbeschriebenen geraden Kreiscylindern 
(deren Grundkreise mit dem Grundkreis des 
Kegels konzentrisch sind) hat derjenige das 
grösste Volumen, dessen Höhe ein Drittel 
der Kegelhöhe ist (oder auch, für den der 
Badius des Grundkreises zwei Drittel vom 
Radius des Kegelgrundkreises beträgt)." 

Die Kegel IIa liefert unmittelbar die Bestätigung. Da: 

-^-2xy, -Vf = ^S <P^=1, 9^, = ^, 

SO kommt nach Weglassung des der Au%abe fremden 
Faktors x: 

^ a n • o « "" ' ^^2a ^ ^ h 
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8. Aufgabe. „Welches unter allen Vierecken (sc. ohne 
einspringende Winkel) mit gegebenen Seiten a, h, c, d hat 
den grössten Inhalt?^^ 

Sei (p der Winkel (a, 6), xp der Winkel (c, d), e die 
Diagonale^ die das Viereck in die beiden Dreiecke mit den 
Seiten a, h, e resp. c, d, e zerlegt^ so ist: 

c« « a^ + J2 — 2abcos (p ^c*+ d^ — 2cd cos y; , 
also: 
<P(9?, v') = (a2 + 6«) — (c2 + d«) + 2cd!cos tp — 2a6cos ^ = 0, 

während der doppelte Inhalt 2J des Vierecks: 

2J=ahsin(p-\-cd sin rp 

zu einem Maximum gemacht werden soll. 

Da die Einführung von 2J als Funktion von q? allein 
auf rechnerische Schwierigkeiten stösst^ so werden wir uns 
zunächst der Regel IIa bedienen: ergiebt diese, wie es der 
Fall sein wird, nur eine Lösung^ so bleibt hinterher noch 
zu zeigen, dass diese wirklich einem Maximum von 2 «7 
entspricht. 

Die partiellen Ableitungen von (? nach (p resp. \p sind: 

<5j ==: -|- 2ab sin (p, iPj = — 2cd sin tp, 

und die von 2J: 

ab cos q) resp. cd cos v^. 

Das Verschwinden der Funktionaldeterminante (10) 
liefert, da der von Null verschiedene Faktor 2 ab cd unter- 
drückt werden kann: 

sin (p cos tp + cos (p siny) ^ sin {<p + y^) = 0. 

Da die Lösungen 9? -f- V^ = 0, (p -\- rp =^2n nur un- 
eigentlichen Vierecken zukommen können, so bleibt als 
einzige in Betracht kommende Lösung (p -{- tp ^jt, d. i. das 
Viereck ist ein Kreis viereck, und der Maximalinhalt des 
gesuchten Vierecks ist nach den Elementen der Trigono- 
metrie (s. diese Sammlung, Bd. HI, § 53 (12)): 

J= y(s _ a) (s — b) {s — c)(s — d), 

wo: 

a + b + c + d 

' 2 — • 

16* 
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Um zu erkennen, dass hier in der That ein Maximum und 
kein Minimum vorliegt, vergleiche man den gefundenen Wert 
von J mit den Inhalten zweier anderer geeignet ausgewählter 
Vierecke mit den nämlichen Seiten a, b, c, d. 

Es wird sich empfehlen, zu dem Behufe die beiden 
Grenzvierecke zu betrachten, die zu den Winkeln <p = 2n 
resp. gehören« 

Für (p ^271 artet das Viereck aus in ein Dreieck mit 
den Seiten a + iy c, d, sodass der Inhalt A des Dreieck 
wird (s. diese Sammlung, Bd. m, § 39 (6)): 

A==y8{s-{a + b))is^c)is^d), ,^ ^ + h + c + d 

Da aber {s — a){s — 6) = s* — s{a + h) + ab offenbar 
grosser ist als s{s — (a + 6) ) , so ist auch JyA. 

Für 9? = resultiert entsprechend ein Dreieck mit den 
Seiten b — a, c, d (wo, wie es erlaubt ist, 6 > a angenonmien 
ist). Dass dessen Inhalt kleiner ist als A, ersieht man un- 
mittelbar aus dem zu A analog gebildeten Ausdrucke. 

Nunmehr möge aber die in Rede stehende Aufgabe auch 
direkt nach der Hauptregel II behandelt werden. 

Dann empfiehlt es sich, nicht <p, sondern e als un- 
abhängige Variable einzuführen, so dass: 

2e7'= a6 sin 9? + cd sin yj = f{(p, yi) = f(e) 

zunächst als eine Funktion von (p, xp erscheint, die ihrer- 
seits vermöge der Relationen: 

<P = e2 — (a2+ 62) ^ 2ab cos 9? = 0, 
!P= ^ — (c2+ d2) + 2a6 cos V = 

als (implizite) Funktionen von e fixiert sind. Nach § 13, (IVa) 
kommt: 

de d(p de dxp de ^ 

d(p de d\p de 

'de^~J^' ~de^~JW 

d (p d xp 
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Man hat der Beihe nach: 

--i- =r a6 cos 09, -;r- =^ cd coBtp, -7r- = 2c==-;r 
d(p dtp de o 

80 dW 

-r — = — 2ab sin w. -r — = — 2cd sin w, 

oq) oxp 

dq> e dtp e 



e' 



de ab sin q>^ de cdBiaxp^ 
f^Jl = 6(cotg cp + cotg v') = 0; 

mithin ergiebt Bich^ da der Fall e » nicht eintreten kann, 
für einen extremen Wert von Jx 

cotg y + cotg V = ^vj^^^ = 0, d. 1. sin (9^ + V) = 0, 

und damit eben die oben auf Grund yon IIa gefundene 
Lösung <p -{-y) =^31. 

Bass die Lösung ein Maximum von J repräsentiert, 
lässt sich jetzt durch Bestimmung des Vorzeidiens von /"'(e) 
analytisch bestätigen. Es wird (s. § 13 (67)) : 

' ' ^'~ de '^ d<p de'^ dtp de' 

demnach, unter Benutzung der obigen Werte von -=^, -j-i 

CL e de 

r^rW- cotg y + cotgy-e«{ , ^3 + , ^3 }. 

^ KaOBm^q) cdsin^rp) 

Setzt man hier die Lösung cotg q) -f- cotg ^ » ein, so 
wird f' unbedingt negativ, da sin q?, sin tp im Viereck stets 
positiv sind. 

9. Aufgabe. „In einer Ebene seien auf derselben Seite 
einer Geraden g zwei Punkte P^, P^ gegeben: Man suche 
auf g einen Punkt X derart, dass die Summe der Ent- 
fernungen 5i=PiX und «a^PjX ein Minimum wird." 
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Man falle (s. Fig. 13) von P^, Pg auf g die Lote o^, 
a^ mit den Fusspunkten A^^ A^) die Entfernung ^i^ sei c. 




Die Entfernung -4iX werde als unabhängige Variable x 

eingeffihrt, die Entfernung XA2 ist dann c — x. 

Nach dem Pythagoräischen Satze ist die zu unter- 
suchende Funktion: 

«1 + «2 = /* (^) = /öTfV + }/ö^ + (c — ^)*. 

Es kommt: 



f\x) = 



a? 



c — X 



X C — X 

^a\+x'~i^ + {c^x)^'"^^ ~ 



'3 



i/^r^- 



X 



2 



r'(«) = 



u+ 



ia^ + ic-4-4^=^ 



X 



at + x 



2 



+ 



fa\ + {c-xf 



2 



a2+ {c — x) 



2 



2 



_ Ol 02 

~ 8 "l 8 • 
Si Sg 

Die Gleichung /^(a?) = liefert — = oder, wenn 

man die Winkel zwischen 5^ und x, resp. «2 und c — x mit 
Qi resp. 02 bezeichnet: 

cos Qi ^= cos 0(2 • 

Der fragliche Punkt X liegt also auf der Strecke A^A^ 
(denn für einen Punkt auf g ausserhalb dieser Strecke 
würde einer der beiden Winkel Oj, a, stumpf, also sein 
Cosinus negativ werden) so, dass: 

«1 = Og 

ausfällt. Dass dann ein Minimum von s^ -f ^2 eintritt, zeigt 
die Positivität von f'{x). 

Dem erhaltenen Ergebnis lässt sich eine einfache 
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physikalische Deutung geben. Es falle von einem Punkte P^ 
ein Lichtstrahl auf einen Planspiegel im Punkte X, und 
sei Pg irgend ein Punkt auf dem reflektierten Strahle. Dann 
liegen bekanntlich P^, X, Pg in einer Ebene, die auf der 
des Planspiegels senkrecht steht, und ist g die Achse beider 
Ebenen, ai und a^ die Winkel von g mit dem einfallenden 
und reflektierten Strahle, so sagt das ,,Reflexionsgesetz^^ der 
Optik aus; dass die Winkel a^ und 02 gleich sein müssen. 
Es gilt also: 

,,Da8 Reflexionsgesetz der Optik für einen 
Planspiegel ist mit dem andern Gesetze 
äquivalent, dass die von irgend einer Stelle 
Pi des einfallenden Strahles bis zu irgend 
einer Stelle P^ des reflektierten Strahles 
gerechnete Weglänge ein Minimum ist." 

Für „Weglänge" hätte man in diesem Satze auch 
„Zeitlänge" setzen können, denn in einem und demselben 
Medium, wie es hier vorausgesetzt wird, ist ein in einer 
Zeit t zurückgelegter Weg s mit t proportional, nämlich 
gleich vt, wo v die konstante „Geschwindigkeit" ist. Ge- 
hören also zu Sj^f $2 resp. die Zeiten ^, t^, so ist ^x + ^ 

= ^ ' und — wird zurieich mit s^ + s« ein 

Minimum. 

Diese Bemerkung gestattet, mit leichten Modifikationen 
die angestellte Betrachtung auf das „Brechungsgesetz" der 
Optik zu übertragen. 

Man denke sich die geometrische Figur, mit Beibehaltung 
aller Bezeichnungen, dahin abgeändert, dass jetzt P^ und P^ 
auf verschiedenen Seiten von g liegen. Dann repräsentiert 
81 +^2 den Weg eines Lichtstrahles, der von P^ bis X ein 
Medium M^ in der Zeit t^ mit einer konstanten Geschwindig- 
keit t?i durchläuft, und entsprechend von X bis P^ ein anderes 
Medium M2 in der Zeit t^ mit der konstanten Geschwindig- 

s s 

keit t?,. Es ist nunmehr einzeln t^ =— , t^^^^—, somit: 

Vi V2 

Dann liefert die obige Rechnung unmittelbar fiir die Funktion: 
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5i S^ 



F{x)^t, + t^^-^ + 



^1 ^2 

cosai coso«' -ET/// N öl , 02 



_, , . cosai coso« ^„, . Ol , 



und es resnltiert das Minimum von F{x) för: 

cos Ol Vj 

cos Og v^ 

oder auch, wenn man statt a^y a^ die komplementären 
Winkel Ä, )3, einführt, die das in Z auf g errichtete 
^^Einfallslot^^ mit s^, s^ bildet: 

sin ß^ Vy^ 
sin /?, Vg ^ 

d. i. aber das Brechungsgesetz der Optik. Es gilt also: 

„Das Brechungsgesetz der Optik (für zwei 
durch eine ebene Fläche getrennten Medien) 
ist dem andern Gesetze äquivalent, dass die 
von irgend einer Stelle P^ des einfallenden 
Strahles bis zu irgend einer Stelle Pg des 
gebrochenen Strahles gebrauchte Zeit ein 
Minimum ist/' 

X 

10. Aufgabe. „Die extremen Werte von f{x) =» ^^^ 

zu bestimnien." tl + ^ J 

Die Gleichung: 

.....x ^ (1 +^y - 4a;^(l +a;^) _ 1 - 3a;^ 
' w - ^^ _|_ ^2)4 "~ (1 + a;»)8 "* 

liefert als eventuelle Losungen die Wurzeln von 1 — 3a?* «0, 

Die Eechnting zur Bestimmung des Vorzeichens von f"{x) fÖr 

X'^oci resp. a;^ ISsst sich mit Kücksicht darauf, dass f{x) die 

w (x'\ 
Form eines Bruches \ \ hat, abkürzen. Denn von der 

Differenz: ^^^^ 
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ist nur das erste*) Glied — zu berücksichtigen, da ja (p 

%p 

für x = x^ resp. x^x^ verschwindet. Somit kommt : 

folglich tritt für ä; = % = + — das Maximum, för 

1 ' ^ . 

x^x^^ = das Minimum von fix) ein, und zwar wird: 



1/243 



etwas kleiner als ^ ausfallt. 

o 

Die in Bede stehende Aufgabe wird eine Verwendung 
in § 19 finden, wo man des Maximums des absoluten 
Wertes der zweiten Ableitung von arctg^r, d. L von 

bedarf. 

(1 + a?2)2 



Kapitel IL 

Die Taylorsche und Mac-Lanrlnsohe Reihen- 
entwiokelung mit Anwendungen. 

§ 19. Die Taylorsche und Hac-Laurfiisehe Beihen- 
entwiekelung f&r Funktionen einer Tariabeln. An-> 
Wendungen anf TJnbestimmtheitswerte, extreme Werte^ 
Unterschied zwischen Diiferenzen- und Differential- 

qnotient. 

Nachdem die Fruchtbarkeit des Mittel wertsatzes (§15,111) 
in den drei letzten Paragraphen deutlich hervorgetreten ist, 
soll die Aufgabe, für die der Mittelwertsatz die erste Stufe 
bildete, die Differenz /"(fe) — f{p) einer Funktion f{pc) nach 

*) Die analoge Bemerkung gilt offenbar allgemein bei der Er- 
mittelang der extremen Werte einer Funktion -^-4 . 
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Potenzen von b — a = A zu entwickeln, in weiterem Umfange 
aufgenommen werden. 

In § 18 zeigte sich bereits, dass unter Voraussetzung 
der Stetigkeit der Funktion f{x) und ihrer n ersten Ab- 
leitungen im Intervalle (a, b) durch blosse wiederholte 
Anwendung des Mittelwertsatzes eine Entwickelung hervor- 
ging von der Gestalt: 

f(b) - f{a) = hr (a) + Ä% r (a) + h^ c^ r («) + ..• 

(1) +Ä''-^c«~i/'(— «(a) 

+ Ä^c./'c-) (a + *A), (0 < * < 1), 

die allerdings zur Untersuchung der extremen Werte von 
f(x) ausreichte, indessen far weitere Zwecke, insbesondere 
zu einer Berechnung von f{x), an dem wesentlichen Mangel 
leidet, dass man von den unbekannten Koeffizienten c^, 
Cg, ... Cn nur weiss, dass ihre Werte zwischen und 1 
enthalten sind. 

Da eine direkte Bestimmung dieser Koeffizienten auf 
Schwierigkeiten stosst, versuchen wir lieber, den leitenden 
Grundgedanken, der in § 15 zum Mittelwertsatz führte, 
weiter auszubilden. 

Der nächste Schritt würde in diesem Sinne sein, im 
Hinblick auf (1) für n = 2, den Ansatz zu konstruieren: 

(2) m - m = (6 - a) r («) + (& — ay A , 

um hier die durch die Natur der Funktion f{x) und die 
Wahl der Grössen a, b völlig bestimmte Grösse D^ formal 
durch die zweite Ableitung von f auszudrücken. Indem 
man, entsprechend dem damaligen Vorgehen in § 15, durch 
blosse Vertauschung von a mit einer Variabein x die Hilfs- 
funktion 9?2 (x) herstellt: 

(3) <p^ (x) = m - fix) -(P-x) r {X) - (6 - xY D, , 

erkennt man sofort, dass tp^ (x) für o; ===^ &, aber auch, wegen (2) 
für ic =» a verschwindet, und im Intervalle (a, b) stetig ver- 
läuft, vorausgesetzt, dass dies fiir f{x) und f {x) gilt Ist 
das Nämliche auch für f'(x) der Fall, so ist der Mittel- 
wertsatz auf 9?2 {x) anwendbar: es giebt also im Intervalle 
(a, b) mindestens ' einen Mittelwert ^2 = ^t + ^2*(0<^2< 1)> 
fflr den q)i{x) verschwindet. Nun ist: 
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u) <pii^) = - r («) + r («) - (6 - ^) f" («) + 2 (6 - a;) A 

= _(6_a;)</-"(a;)-2A>; 

mithin folgt; da Ig jedenfalls von 6 verschieden ist, für die 
Grösse D, die gewünschte Darstellung: 

(5) A = Irih) = ^r (« + ^2*), <&,<!, 

so dass (2) fibergeht in: 

(6) m-f(a)^(b-a)r(a)+ ^^~''^' r{a + ^,h), 

0<i?2 < 1, Ä = 6 — a. 

Da hiermit der Koeffizient Cg in (1) gleich — bestimmt ist, 
wird man von Neuem ansetzen: 

(7) m - m = (b-a) fia) + fc^/"(a) + (6-o)» J),, 

und Dg durch die dritte Ableitung von / ausdrücken. 

Durch abermalige Vertauschung von a mit x bietet 
sich jetzt die Hilfsfunktion dar: 

(8) <ps(x)=m-f{x) - {b-x)nx)-^^^f"(x) - (6 - xY D„ 

die für a; = & und a? = a den Wert Null hat und im Inter- 
valle {a, h) stetig ist, Ist auch f''^(x) daselbst stetig, so 
liefert der Mittelwertsatz das Verschwinden von (pi(x) für 
einen neuen Mittelwert Ig* ^^' 

<pi {X) — r (X) + r («) —(i-x) f" {X) +(h-x) f" ix) 

(b — xY 

(9) 2 

(b — xY 

~ 2 

80 ergiebt sich Dg in der gewünschten Grestalt: 

(10) 2)8=^ r (f ») = ^ r (o + ^8 Ä), < ^8 < 1 , 

und (8) geht über in: 



f"'{x) + 3(b-xYDt 
<r(^)-2.3D8>, 
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m - A«)-(6-«)r(«)+^^^ r («) 
(11) +(^^..<«+^,(,_a)>, 

0<#,<1. 

Da bä dem nSdisten Schritte die entsprediende Giöese Z)« 
in der Form 71/*^^ (f«) ersdieinen wfirde, so wird man nadi 

Angabe dahin foimnliereii, in dem Ansaize: 

^ (n — 1)! ' ^^ 

+ nl ^" 

den letzten Faktor D« durch die n" Ableitong von f aos- 
zadrficken onter der Voraossetzong, dass f{x) nebst den « 
ersten Ableitungen im Intervalle (a, 6) stetig ist. Die für 
X'-a und x-^h verschwindende mid im vwgel^ten Inter- 
valle stetige Hilfsfunktion ^11(2;) lautet jetzt: 

9n{x) --fab) - fix) - (5 - X)r(x) - ^^^f'ix)-... 

(13) -^Zl^/^(0(^)- ^^^-'^y ' fi'+»(x)-... 



(n-l)\ ' ^^^ »1 """' 



(n - 1)! 

und die Ausführung der ersten Ableitung von <pn{ix^) zeigt, 
wie sich der Reihe nach je zwei aufeinander folgende 
Glieder bis auf die beiden letzten zerstören: 
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<Pn {?o)=-f i<c) + f\x) -<b-x) fix) + (b-x) fix) - . . . 

(6 - xY {b-xy+^ 

(14) + »! ''^'W (t + l)! ' ^ t^^ + - 

und da es auf Grund des Mittelwertsatzes im Intervalle (a, h) 
mindestens einen von b verschiedenen Mittelwert in geben 
muss^ für den q?n verschwindet, so kommt: 

(15) D« = /-(->(ln)«/'<-><a + *n(6-a)>, 0<*«<1, 

und man ist damit^ durch Einsetzung des gefundenen Wertes 
ffir Dn in (12), zu dem Gesetze der sogenannten Taylor- 
schen Keihenentwickelung für eine Funktion f(x) 
emer Yariabeki x gelangt (indem man wieder ^ statt »n 
schreibt): 

I. „Sind in einem vorgelegten Inter- 
valle (a, 6) eine Funktion f(x) und ihre 
(daselbst als existierend vorausgesetzten) 
n ersten Ableitungen stetig, bedeutet ferner 
^ einen im übrigen unbekannten Wert zwi- 
sehen Null und Eins, so gilt: 

m - m = (6 - a) /'(«) + ^^^^ r («) 

WO das letzte Glied das ,Lagrangesche Eeskflied^ 
genannt wird« 

Für die theoretischen wie praktischen Anwendungen 
der Taylorschen Beihe empfiehlt es sich, in Analogie mit 
der binomischen Entwickelung in § 6 (VI), sowie mit der 
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Entwickelung von c*, a* in § 12, (Vb), (VIb), die ge- 
brauchten Bezeichnungen etwas abzuändern. Innerhalb eines 
Intervalles, für das die angefahrten Stetigkeitsbedingungen 
erfüllt sind, seien x und a; + Ä irgend zwei Werte, dann 
nimmt (I), indem man a durch x und h durch x + h ersetzt, 
die Gestalt an: 

fix + Ä) = fix) + hfix) + ^f{3;) -h . . . 

(0<#<1). 

Da durch diese Formel, wie beim binomischen Satze, 
die Vergleichung zweier Werte der Funktion f{x) für zwei 
verschiedene Argumente ermöglicht wird, so wird man, wenn 
es nur auf die Berechnung von f für irgend einen Wert des 
Argumentes ankommt, der Yariabeln x einen passend ge- 
wählten konsitanten Wert beilegen. Ist es erlaubt, hieri^r 
den Wert Null zu nehmen, so geht aus (la), wenn man 
wiederum h durch den Buchstaben x ersetzt, düie sogenannte 
Mac-Laurinsche Beihenentwickelung für Funktionen 
einer Variabein hervor: 

. m-w) + xfio) + gno) + . . . 

(0<*<1); 

hier ist vorauszusetzen, dass das Inter- 
vall (0, x) einem Intervalle angehört, in dem 
f[cS), f {x)y . . ., f^^(x) stetig (insbesondere also 
nicht unendlich gross) sind. 

Es hat zunächst das Aussehen, als ob die Mac-Laurin- 
sche Entwickelung von speziellerem Charakter sei als die 
Taylorsche, doch ist das nur scheinbar der Fall; in der 
That gelingt es, aus der ersteren wieder die letztere her- 
zuleiten. Denn wenn eine Funktion cp {x + h) vorliegt, die 
(unter Annahme der erforderlichen Stetigkeitsbedingungen) 
auf Grund der Entwickelung (II) nach Potenzen von x ent- 
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wickelt werden soll, so betrachte man (p{x + h) als eine 
Funktion von x allein, indem man sich der Grösse h für den 
Augenblick einen festen Wert beigelegt denke, und bezeichne 
sie in diesem Sinne mit f{x) und wende sodann auf f{x) die 
Formel (II) an. Das erste Glied f(0) rechterhand von (II) 
geht aus f{x) = 99 (a; + ä) durch Nullsetzen von x hervor, 
ist also = 9? (Ä). Um die weiteren Glieder zu ermitteln, 
bilde man zuvörderst die successiven Ableitungen von 
f{x) = (p{x + h) nach x (auf Grund der Regel der Funktionen 
von Funktionen, § 13 (I)); da die Ableitung von x + h 
nach X gleich 1 ist, so fallt eine beliebige Ableitung von 
f{x) zusammen mit der entsprechenden von q){x + h) nach x^ 
gebildet ffir den Wert x + h. Wird nunmehr nach Mass- 
gabe von (II) in der ersten bis {n — 1)*®^ Ableitung von 
f(x) für das Argument x der Wert eingesetzt, in der 
n*®° Ableitung för x das Argument d^x, so kommt der 
Reihe nach: 

imd damit liefert (II), wenn man hinterher die Bezeichnungen 
X und Ä vertauscht, wodurch 9? (^ + Ä) = 99 (Ä + ^) keine 
Änderung erleidet, und als Funktionsbuchstaben wieder / 
wählt, eben die gewünschte Taylorsche Entwickehmg (la). 
Da im Restgliede der Entwickelungen (la) resp. (II) 
eine unbekannte Grösse # (zwischen und 1) erscheint, so 
wird die Anwendung von (la) und (II) (so vor allem auf 
eine möglichst genaue Berechnung der Funktion f{x)) in 
demselben Sinne erfolgen müssen wie in den Formeln (I), 
(27), (Va), (Via) des § 12 die Anwendung der Reihen 

für e, — , c*, a*, wo ebenfalls ein nicht genau berechenbarer 
c 

Rest auftritt: man wird in jedem einzelnen Falle, bei 
passender Wahl des zugehörigen Intervalles, nach- 
weisen müssen, dass bei genügend grossem n das 
Restglied, absolut genommen, unter jede noch so 
kleine vorgegebene (positive) Grösse herunter- 
gedrückt werden kann, vorausgesetzt natürlich, dass 
auch bei genügend grossem n die n*® Ableitung von f(x) in 
dem vorgelegten Intervalle existiert und stetig bleibt. Man sagt 
dann, dass die Entwickelung (la) resp. (II) „konvergiert". 
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In § 12 (39), (40) war auf elementarem Wege bewiesen 
worden, dass, wie gross auch der absolute Wert einer vor- 
gegebenen Grösse h sei, die natürliche Zahl n stets so gross 

angenommen werden kann, dass der absolute Wert von -^ 

WV • 

unter jede Grenze sinkt. Nun besteht das Restglied in (la) 

aus dem Produkt von — rund f^**Hx + '&h): lässt sich also 

w! ^ 

zeigen, dass der absolute Wert von f'*{x), wie gross man 
auch n nehme, für alle Werte des Intervalles {x^ ^ + Ä) 
unter einer festen angebbaren Zahl bleibt, so würde damit 
die Konvergenz von (la) dargethan sein, und das Ent- 
sprechende gilt von (II). 

In der That lassen sich so, wie der nächste Paragraph 
lehren wird, eine Eeihe elementarer Funktionen erledigen. 
Indessen werden zwei ' wichtige Fälle, nämlich die Ent- 
wickelungen von (1 + ^)** und von l {1 -{- x) zeigen, dass der 
fragliche Beweis, eben weil über die Grösse ^ nichts Näheres 
bekannt ist, auf Schwierigkeiten stösst. 

Für derartige Fälle erhebt sich die Frage, ob sich nicht 
durch geeignete Abänderung der Hüfsfunktion q>n{x) (13) 
das Restglied in (la) in die Gestalt eines Produktes 
ABf^^a+'&h) bringen lässt, wo \Ä\ wiederum bei 
wachsendem n gegen Null konvergiert, während der absolute 
Wert des Produktes Bf^**\a + ^Ä) trotz wachsenden n's und 
unbekannten d*s eine feste angebbare Zahl niemals überschreitet? 

Zu dem Behufe wird es sich empfehlen, den Ansatz (12) 
dahin zu verallgemeinem, dass der Exponent von (b — ä) 
im letzten Gliede noch unbestimmt gelassen wird, also 
gleich einer noch verfügbaren natürlichen Zahl 2? (= 1, 2, ...) 
gesetzt wird: , 

A6)-A«) = (&-a)n«) + ^^-^r(a)+ .-. 

^ (n — 1)1 ' ^^ 

+ {h — a)pPn, 

wo wiederum P^ durch die n^ Ableitung von f ausgedrückt 
werden soll. Die erforderliche Hilfsfunktion, sie sei jetzt 
mit Xn{^) bezeichnet, bilde man analog durch Vertauschung 
von a mit x: 



(13') 
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X, {X) = fq>) - fix) -ib-x) fix) - . . . 
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- ^\n -i)\ ' ^""'^ (^)-(p- '^yp- •' 



(n - 1): 

dann zerstören sich in der Aufstellung von x^ip^) abermals 
alle Glieder bis auf die beiden letzten, und es kommt: 



x!^{^)- 



(n-1)! 



f.n)(x)+p{h-x)P-^P^ 



(14') 



= — (6 — a;)P-i 



== ^ (ft — a;)P-i^ 



V(b — xy-^ {n—l)\ 
(6— a;)»»-P/X")(a?) 



-pPn 



p{n—V)\ 



Der Mittelwertsatz liefert jetzt für einen gewissen 
Mittelwert f = a + ^(6 — a), (0 < * < 1): 

d.i: 



(15') 



" i)(n- 1)1' ^^'' i;(« — 1)! ' ^*^ 



(&_a)'«-p(l — ^)«-p 
i)(« — 1)! 



/^"> «). 



Setzt man diesen Wert von P« in (12') ein, so nimmt 
das Sestglied die Gestalt an: 



(17) 



o-.)>p- ''-''''-g-4r "'"> "(« 



(6 - a)' 



(1_^)«-P/X«)(f). 



l>(n— 1)! 

Überraschenderweise stellt sich demnach die w*® Potenz 
von (fe — a) von selbst wieder ein, nur dass der Faktor 

von (6 — «)•» /■(•»> (a + ^ Ä) jetzt nicht mehr — , sondern 

(1 - ^Y-p «' 

Da 1 — 1? ebenso wie ^ einen Wert zwischen imd 1 
besitzt und da die Absicht besteht, das Restglied, absolut 
genommen, möglichst klein zu machen, so wird man sich 

W. Fr. Meyer, Diiferentialrechiiang. 17 
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auf die Werte p = 1, 2, . . ., n beschranken, von denen der 
letzte p = n aof (I) zurückfuhrt^ und es gilt der Satz: 

rn. „Unter den nämlichen Voraus- 
setzungen^ die der Entwickelung (I) zu 
Grunde lagen^ besteht auch die allgemeinere 
Entwickelung: 

(!) ^ (n-1)! ^ ^^ 

{0<*<1), 

wo p eine der natürlichen Zahlen 1^ 2^ . . . n 
bedeutet Für p ^=^ n reduziert sich (!') 
auf (I). Entsprechend treten an die Stelle 
von (la) und (II) die Taylorsche resp. Mac- 
Laurinsche Entwickelung mit dem all- 
gemeineren^ nach Ccmchy benannten Rest- 
gliede: ' 

fix + Ä) = fix) + hf'ix) + ^r {x) + ... 
da)' +(S)r^^"-''(^) 



(0<d<l), 



X* 



fix) - fiO) + xf (0) + ^ f (0) + . . . 

<y*n 1 

(0 < # < 1). 



§ 19. Anwendung anf die Unbestimmtheits werte. 259 

Der für die Anwendungen wichtigste Fall tritt für p = 1 

ein. Dann schreibt sich das Restglied von (la)' in der 

Gestalt : 

•«—1 



(18) * • (^ _ 1); (1 - *)"-^/^'*> (^ + *Ä), (0 < ^ < 1). 

Sieht man von dem festen Faktor h dhj so ist der letzte 
Faktor /*^"> (a; + i?Ä) von derselben Natur, wie in (la), des- 

gleichen zeigt rr^ im wesentlichen dieselbe Eigen- 
schaft, wie — r in (la), nämlich, wie dieses, bei wachsen- 

dem n gegen Null zu kqpvergieren: dazu tritt aber jetzt 
als neu der Faktor (1 — &f'~^y der seinerseits im all- 
gemeinen*) bei wachsendem n gegen Null konvergieren 
wird und sehr wohl die Möglichkeit zulässt, mit /*(")(a?+dÄ) 
vereinigt, ein Produkt zu liefern, dessen Absolutwert bei 
wachsendem n eine feste Grenze nicht überschreitet, wenn das 
leztere auch för f^^^{x + ^ä) allein nicht nachweisbar sein soUte. 

Wir lassen zunächst einige Anwendungen der Formehi (I) 
resp. (la) folgen. 

Unter Zugrundelegung der Taylorschen Entwickelung (la) 
lassen sich die in §§ 17, 18 unter Benutzung des Mittel- 
wertsatzes geführten Beweise for die Regeln I daselbst 
hinsichtlich der Unbestimmtheitswerte resp. der extremen 
Werte durchsichtiger gestalten. 

Denn liegen erstens zwei Funktionen /(aj), (fipf^ vor, 
die för ein Intervall (a, a + Ä) die in § 17 gemachten 
Stetigkeits- und Existenz -Voraussetzungen befriedigen, so 
hat man: 

f(a + h) 
(19) 9>iP' + ^) 

/ (a) + hfia) + Jj r(«) + ... + J^zrv)\ ^"~" («) + VX ^"^ ^"^ + ^^^ 



<p (a) + h<p'{a) + Jj q>"{a) + ... + ^^^ v'"-'^ («) + ^ ?><">(« + ^i*) 

(0<*<1), (0<di<l). 



*) Eb kann nftmlich der Fall eintreten, dass ^ bei waohsendem n 
selbst gegen Nnll, und damit (1 — d)^~^ gegen Eins konvergiert 

17* 
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Wenn jetzt im besonderen f und (p nebst ihren ersten 
n — 1 Ableitungen fär ic = a verschwinden, nicht aber zu- 
gleich die n^^ Ableitungen von f und 9?, so geht aus (19) 
unmittelbar hervor, dass: 

Zweitens mögen, wiederum unter den Stetigkeits- und 
Existenz -Voraussetzungen des § 18, für x^=^a die n — 1 
ersten Ableitungen von f{pc) verschwinden, nicht aber die 
n*®, so kommt für ein hinreichend kleines (positives) Ä: 

f{a + Ä) -f{a) = ^ /t«) (« + ^Ä) (0 < d < 1), 
(20) . *^ (/^">(«) + 0). 

f(a-h)-aa) = ^-^f^''^{a-^^h) (0< *i<l). 

Danach sind die links stehenden Differenzen für ein 
gerades n gleichnamig, für ein ungerades n ungleichnamig: 
es tritt also im ersten Falle ein Maximum resp. Minimum 
von f ßjT X = a ein, je nachdem /'<*»> (a) einen negativen 
resp. positiven Wert hat; im zweiten Falle dagegen liegt 
kein extremer Wert von / für a? = a vor, sondern die 
Funktion ist daselbst in der Ab- resp. Zunahme begriffen. 

Femer wird man sich mit Vorteil der Taylorschen 
Entwickelung für n = 2 bedienen*), um eine in einzelnen 
Fällen bereits in den §§ 8—12**) behandelte Aufgabe all- 
gemeiner zu erledigen: „Man soll den absoluten Unter- 

Afix) dm 



schied 



f{xJ^Ax) — f{x) ^ 



Ax dx 



für 



ein geeignetes Ax und für ein ganzes vorgelegtes Intervall 



*) Dazn würde anch schon die Entwickelang (1) genügen, doch 
fallen dann die N&herangsabschätzangen weniger genan ans. 

**) In diesem Sinne war nntersucht worden: sin o? in (la), § 9; 
tg o; in (24a), § 9; aresin cc in (22), § 10; arctg x in (25), § 10; o» in 

(60), (62), § 12; Iro; in (68), (72), § 12; eine ganze Funktion a{x) 
in (7 a), § 8. Ein Vergleich der dort erhaltenen Ergebnisse mit denen 
dieses Paragrapüen lehrt sofort, inwieweit die letzteren einfacher sind; 
wo das scheinbar nicht der Fall ist, liegt das daran, dass das damals 
zu Grande gelegte Intervall (a, h) zu Gunsten der Ausführbarkeit der 
RecbnuDg jeweils speziellen Beschrftnkungen unterworfen wurde. 
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(a, 6), dem Xy x + Ax angehören mögen, unter eine be- 
liebig kleine (positive) vorgegebene Grösse e herunter- 
drücken". 
Da 

(21) f{^ + ^x)-t(x) _ ^,(^^ _ Ax ^„(^ _^ ^^^^ (0<*<1), 

80 hat man nur einen zweckmässigen positiven Wert M. 
au&usuchen, den \f"{x) im Intervalle (a, V) nicht über- 

schreitet, dann genügt ^-^ Jf<fi, d. i. |zJic|<^ der auf- 
gestellten Forderung. Eine Reihe einfacher Funktionen 
möge daraufhin geprüft werden; der Vergleich mit den in 
den §§ 8 — 12 auf elementarem Wege untersuchten Fällen 
wird den Vorzug der neuen Methode zur Genüge hervor- 
treten lassen. Mit Rücksicht auf die vorbereitenden 
Stetigkeitsbetrachtungen des § 16 wird zumeist schon die 
Angabe der jeweiligen zweiten Ableitung ausreichen, um 
die Lösung der in Rede stehenden Aufgabe hinzuschreiben. 

1. /(^) == sin X. Das Intervall (a, 6) ist ganz beliebig. 
Da (sinic)" = — sina;, so wird sofort: 

J sin o; dw\.x 



(22) 



^^\Ax 



Ax dx 

Analog cos 07. 

2. f(x)='tgx. Das Intervall sei (0, h), |6|<— . 

Da (tsxY^ — ( — 5—) = ;; — , so kommt: 

^ ° \qo8^x/ cos^^ 



(23) ''^^'' ^^^"^ 



\Ax 



cos^ b ' 



Ax dx 

Analog cotg^. 
3. f{x) ^2Lrc&inx in einem Intervalle (0, b), |&|<1. 

Es ist (aresin icY'= ( . ) = =; da für 

Vyi — xV y(l -- x^f 

x=^b \x\ seinen grössten und zugleich y(l — x^Y seinen 
kleinsten Wert annimmt, so hat man: 



1 
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(24) 



A arcsin x d aresin x 



< 



2 y(i — h^) 



Ax dx 

Analog arccosrr. 
4. f[x) = arctg^ in einem Intervalle (0, 6), wo h beliebig. 

Es ist (arotga^r == (rT^) ^ (l"+ ^^? ' ^ ^^"^^ '^' 
seinen grössten Wert für a; = 6 an, (1 + x^y seinen kleinsten 
Wert für a? = 0, es wird also jedenfalls: 



(25) 



A arctg X d arctg x 



Ax 



dx 



<\M \^' 



Indessen erweist sich diese Ungleichung für praktische 

Zwecke nur bei verhältnismässig kleinem {& sds zweckmässig. 

Denn die Behandlung der Aufgabe Nr. 10 in § 18 zeigte, 

X ..19 1 

dass — — ; — TTT nur ein Maximum -= —^ ffir a?=— — , und 

(1 + x^f yä 16 ys 

nur ein Minimum — ^77 für a? = — besitzt, somit 

/3 1^ yä 



der absolute Wert von 



X 



nur ein Maximum 



1 9 



(1 + ^:2)2 y3 16 

= ^ • 0,974 . . . fiir |a?| = -=. Sobald daher 161 >— , wird 

3 yä ' ' 3 

man an die Stelle von (25) die vorteilhaftere Ungleichung 
zu Grunde legen: 



(25 a) 



zdarctgrr dfarctgic 

dx 



<3 M^l- 



Ax 
Analog arccotgic. 

5. fix) ^al^ {ay 0), in einem Intervalle (0, 6). 

Da {a^y^ a* (üa)^, so ergiebt sich, parallel den Formeln 
(7), (8) des § 18: 



(26), 



zda* da* 



Ax 
Aa^ 



dx 
da"" 



\Ax 



<^a*(?a)2, a>l, 6>0 oder a<l, fc<0. 



Ax 



dx 



^ \Ax\ , 



o<l, 6>0 odera>l, 6<0. 
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ß>a. 



6. /"(a;) = IgiT (a>0) in einem Intervalle (a, ß), a>0, 



Da (lfia?y'=(— ^-1 = s^— 5 so wird, parallel der 

^^ ^ \x lal x^ la ^ 

Formel (9) des § 18: 



(27) 



A\gx d\^x 



Ax 



dx 



\Ax\ 1 1 



= 2 \la\ a2' 



7. f{x) = x^ (x positiv, ^ 1), in einem Intervall (a, 6), 

Aus (Ä^y'=w(w — l)a^"* folgt, parallel den Formeln 
(10), (11) des § 18: 



(28) 



Ax^ 

Ax 

Ax^ 
Ax 



dx^ 
dx 

dx^ 
dx 



^l^w(w — 1)&"-S w>2, 

< 1^ |n (»- 1)1 a»-»,n< 2. 



In den trivialen Fällen n = 0, 1 gilt nur das Gleich- 
heitszeichen; für n = ist rc*= 1, —r- und -j— = 0: fiir 

, . , , Ax .dx ^ ^"^ ^^ 

n = 1 ist ar = a;, -r- und ^j— = 1. 

8. f(pS) = 6r(a:) = ao + % a; + «3 a?* + . . . + a„ a?" in 
einem Litervalle (a, 6), 6 > a. 

Da 6i^'(a;) = 2a2 + 2 • Saga? + . .. + w(n — l)ana:"-S 
so gut analog zu (14) § 18, wenn wieder a,==|a«-| und ß 
den nicht kleineren der beiden Werte |a{, |&| bedeutet: 



(29) 



AG{x) dG{x) 



Ax 



dx 



^^ (202 + 2. 3a3 /? + ... 

+ n(w-~l)a„/8""«). 



§ 20. Entwickelungen einzelner Funktionen 
von einer Yariabeln naeli der Taylorschen resp, Mac- 

iaurinschen Reihe. 

Die Reihenentwickelungen des vorigen Paragraphen mögen 
an einer Reihe wichtiger Funktionen im Einzelnen durch- 
geführt werden. Die unter dem vorliegenden Gesichtspunkte 
einfachsten Funktionen sind der Sinus, der Cosinus und die 
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Exponentialfunktion^ da sie, nebst ihren beliebig weit ge- 
nommenen Ableitungen, in jedem endlichen Intervalle die 
Eigenschaft der Stetigkeit besitzen, und da überdies diese 
Ableitungen ohne weiteres hingeschrieben werden können. 

1. y =zf(x) = %mx. 

Man hat unmittelbar: 

y = sina;, y'= cosa?, y"= — sina?, y"'= — cobx^ 

yi^) = sina;, y<*> = cosaj, . . ., 

sodass die vier Werte sina?, cosa;, — sina?, — cosa? peri- 
odisch wiederkehren. Nach la (§ 19) ist daher in der Ent- 
wickelung für sin {x + h) der absolute Wert des Lagrangeschen 

Bestgliedes B^ gleich dem absoluten Wert« von — r sin(a;+dÄ) 

resp. — r cos(ii? + ^Ä)(0<d<l), und da der absolut grosste 

Wert des Sinus wie des Cosinus die positive Einheit ist, so wird: 

(2) 1^1 <§> 

sinkt also (s. § 12, (39), (40)) bei genügend gross ge- 
wähltem n unter jede noch so kleine vorgegebene (positive) 
Grösse c. 

Somit konunt als Taylorsche Beihe für den Sinus: 

sin(ii? + Ä) = sina? + Ä cosa? — ^ sina? — ^ cosa: 

+ -pj sm a? + — , cos x — -rj sm a? . , .; 
41 DI Ol 

bricht man hinter dem Gliede mit der (n — 1)*®° Potenz 
von h ab, so genügt das Restglied der Ungleichung (2). 

Von hier geht man sofort zur Maclaurinschen Eeihe 
für sina; über; da sin(0) = 0, cos(0) = l, so wird nach 

§ 19, (II): 

x^ x^ a?^ x^ 
(la) 8m^ = a;-3j+^-^ + gy-...; 

/jß2n — 1 

bricht man hinter dem Gliede -r^r irr^ ab — dessen Vor- 

(2n — 1)! 

zeichen das positive oder negative ist, je nachdem n ungerade 
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oder gerade — so gilt fiir das Lagrangesche Sestglied 

-^^-^^ " (2n+l)! ""^^ ^*^^ (0 < * < 1): 

|/p|2n-|-l 

^^^ l'^'"+''^{2w + l)!' 

Dass hier in der That das eventuelle Gleichheitszeichen 
von (2) in Wegfall kommt^ sieht man so ein. Da der Fall 
eines negativen x mit Bücksicht auf sin ( — a:) = — sin a; 
auf den eines positiven x zurückkommt^ so kann man sich 
auf letzteres beschranken. Sei etwa n gerade^ so entwickele 
man das Restglied iZ2n+i gemäss § 19 (IE) um zwei Stellen 
weiter; 

(2^+1)! ~ (2^+5)! 

l-R«»+»l<(2„ + 5)!- 
Wie in § 12 (39), (40) gezeigt, nehmen die Grössen 

X sei, von einer gewissen Stelle ab — sobald nämhch 
2n + 1 > ic — sucoessive und bei beliebig wachsendem 
Index beliebig eee^en Null ab. 

Denkt ^ sich denmaoh n bereits so gross gewählt, 

dass 2n-\-l> Xy d. i n> — ^ — , sp folgt aus (3a), dass 
um so mehr: 



•B2n+1 = /Q^ I ixt — /o^ I g\t + -B2n+6^ 



(2n + 1)! (2n + 3)1 ^ (2n + 5)!' 

und somit auf Grund des Satzes § 12 (22) B%n^i sicher 
kleiner als das erste Glied rechts von (3 b): 

(3c) ^»+»<(2n + l)!- 

Ist dagegen n ungerade, so wird Il%n^i negativ und man hat 
nur iZgu+i in (3 c) durch seinen absoluten Wert zu ersetzen. 

Offenbar lässt sich dieser Gedankengang 
ohne weiteres auf den allgemeineren Fall (A) 
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ausdehnen^ wo die Maclaurinsohe Entwicke- 
lung einer Funktion f{x) eine alternierende 
Keihe (s, § 12, (22a)) von der Form K — K 
-\- k^ — Ag + • • • liefert, in der die X positive 
Grössen bedeuten, die gliedweise und bei 
beliebig wachsendem Index gegen Null ab- 
nehmen^ mit der Eigenschaft, dass, wenn 
man die Entwickelung hinter Xn—\ abbricht, 
der absolute Wert des Eestgliedes Bn^K 



ausfällt. Dann ist 



-Bwl ^ ^ — ^+1 + ^+8* 



mithin gemäss § 12, (22) |i2N{<>ln. 

Demnach ist die beliebig weit fortsetzbare Entwicke- 
lung (la) för %in.x eine alternierende, und zwar, wenigstens 
von einer gewissen Stelle ab, mit demselben Gesetze, wie 
für die alternierenden Aggregate des Satzes § 12, (22 a), 
d. h. bricht man hinter irgend einem Gliede ab, so ist der 
begangene Fehler, absolut genommen, kleiner als der absolute 
Wert des nächstfolgenden Gliedes. In diesem Sinne gilt also: 

„Für ein genügend grosses n ln>^— L- — 1 

leistet die nach dem Gesetze (la) beliebig 
weit fortsetzbare Entwickelung von sino; 
ohne Kenntnis des Lagrangeschen Best- 
gliedes dasselbe wie die nämliche Entwicke- 
lung mit dem Gesetze (3) des Lagrangeschen 
Restgliedes." 

Ganz analog verläuft die Betrachtung von: 
2. y = cos X. 

Man hat: 



(4) 



y = COS X, y'=^ — sin x^ y"= — cos Xy y"'= sin Xy 
y(*) = cosrp, y(*) = — sina;, . . ., 



so dass die vier Werte cosa;, — sina:, — cobx, sina? peri- 
odisch wiederkehren. Für das Lagrangesche Eestglied der 
Taylorschen Beihe gilt genau dieselbe Betrachtung, die zur 
Ungleichung (2) fahrte, und man hat als Taylorsche Beihe 
fiir den Cosinus: 
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008(3? + Ä) = cosü? — Ä sinic — ^ cosa? + ^ sina: 

+ "TT COS X — —rsmx — .... 
4! 5! 

sowie als Maclaurinsche Keihe: 

/y»2 /*»4 /)r»6 /y»8 

/TT \ -I **' I •*' •€/•€/ 

(Ha) co8a. = l-2J- + ^--6T+8T---" ' 

wo das Vorzeichen von . > ^ positiv oder negativ aasfallt, 
je nax^hdem n gerade oder ungerade ist, und wo für das beim 
Abbrechen hinter auftretende Bestglied i22H+8 gut: 

(5) l^"+^l<(2n + 2)!- 

Ganz wie bei (la) lässt sich die beliebig fortgesetzte 
Entwickelung (IIa) auch ohne Lagrangesches Kestglied 

schreiben; bricht man hinter ^ ab, so ist der begangene 

' (2n)! ^ ^ ^ 

Fehler, absolut genommen, kleiner als der absolute Wert 

/|*2n + 8 

des nächstfolgenden Gliedes + tö — TTöü > gleichgültig, wie 

viel Glieder man noch hätte folgen lassen. 

Vermöge der Taylorschen und Maclaurinschen*) Ent- 
wickelung des Sinus und Cosinus lassen sich die bekannten 
Formeln für das „Additionstheorem der Trigonometrie^^ 
(s. diese Sammlung Bd. III, § 43), die &in{x + A), cos(a; + Ä) 
durch sinx, coso;, sinA, cosh ausdrücken, für ganz be- 
liebige Werte von x und h unmittelbar einsehen. Es 
genüge, etwa sin {x + h) zu betrachten. Indem man sich (I) 
bis zur {n — 1)*«" Potenz von h fortgesetzt denkt, wo n 

*) Anf demselben Wege kann man aas den Maclanrinschen Ent- 
"wickelangen für sinx und cosä? die Existenz der fundamentalen 
Identität sin^ x + cos' x = l entnehmen. Denn bei beliebig weit fort- 
gesetzter Entwickelung ist stets der Koeffizient von a?2n in sin're 
+ cos'a; — 1 dasselbe Aggregat von Gliedern, das nach dem bino- 

mischen Satze aus ^ — ,^ /, — entsteht, also verschwindet, während 

(2n)! ' 

der Rest unter jede Grenze heruntergedrückt werden kann. 
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ungerade sein mag, und die zu geraden resp. ungeraden Po- 
tenzen von h gehörigen Glieder je zusammenfasst^ kommt: 

^-2!+4r-6!+---±-{^^ri)!J 

Da aber der Faktor von sina? bis auf ein Restglied Qn-^i 
mit cosÄ, und der Faktor von cosa: bis auf ein Restglied jP„ 
mit sin& übereinstimmt, und da der absolute Betrag von 
jRn + siö^ ^n+i + cosa? Pn höchstens gleich der Summe der 
einzelnen absoluten Beträge ist^ so entsteht gemäss (2), (4)^ (5): 

sin(a? + h) — (sina; cosÄ + cosa? sinA){ < ^—j 

(7) ... "**. 

|Äp+^ |sina;| |Ä|" |cosa;| 3|Ä|" 

■^ (n+1)! "^ ^. '^'nT' 

d. h. die linke Seite sinkt bei beliebig wachsendem n unter 
jede Grenze. Für ein gerades n tritt nur eine unbedeutende 
Modifikation ein. 

Bei der Exponentialfunktion mit der Basis e (§ 12^ (IIIO)* 

3. y = ^ 

ist y = y'= y''= y"'= . . ., mithin resultiert als Taylorsche 
Beihe: 



6^^+* = e* + Äe*l,+ 777 a^ + ^ e«' + . . . + t:: r^r «^ 



/TTT\ ^ 

d. i. also, bis auf die Form des Bestgliedes, die bereits in 
§ 12, (Vb) erhaltene Entwickelung. Die Maclaurinsche 
Entwicklung für c* ist in (III) durch den Faktor von c* 
mitgegeben; es gilt also, wenn man für h wieder x schreibt: 
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/*»2 /y»3 /¥<*l — 1 /*••! 

(0<*<1). 

Da im Intervalle {x ... a? + ä) e* entweder nur zunimmt 
oder aber nur abnimmt, je nachdem Ä positiv oder negativ ist, 
so ist entsprechend der grosste Wert von ef^ daselbst c*+* oder 
aber e^y der indessen selbst nicht erreicht wird, da die Grenz- 
werte d = 0, 1 ausgeschlossen sind. Somit gilt für das 
Lagrangesche ßestglied Bn der Taylorschen Entwickelung 
von cf*+*: 



JSh < — j- ß*+* (Ä pos.) 
(8) \ "*• 

l^-l<^^ (Ä neg.), 

aus denen die korrespondierenden Ungleichungen für das 
Restglied der Maclaurinschen Entwickelung för c* durch 
Nullsetzen von x hervorgehen; die linken Seiten von (8) 
haben wiederum für lim n = oo den Grenzwert Null. Im 
besonderen resultiert für ä == 1 , bis auf die Form des Eest- 
gliedes, die alte Entwickelung (§ 12, (13)) för die Basis der 
natürlichen Logarithmen: 

^'^'-'' + h + h + h + - + l^ + ^- ^<^r 

Man bemerkt durch Vergleichung, dass die damals erhaltenen 
Fehlerregeln eine feinere Abschätzung gestatten. 

Die parallel laufenden Entwickelungen för die all- 
gemeinere Exponentialfunktion a* gehen (wie in § 12, (VI)) 
aus den obigen unmittelbar hervor, sobald man daselbst x 
durch xla ersetzt. 

Wir konmien jetzt zur Untersuchung des Logarithmus 
und der Potenz, die manches Gemeinsame darbieten. Die 
Diskussion der höheren Ableitungen verursacht keine 
Schwierigkeit; indessen wird es notwendig werden, die 
Cauchysche Ergänzungsentwickelung III des § 19 heran- 
zuziehen. 
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4. Der Logarithmus. 

Da sich \gx und Ix nur um den konstanten Faktor la 
unterscheiden (s. § 12^ S. 127)^ so kann man sich auf die 
Beihenentwickelung des natürlichen Logarithmus beschränken. 

Da weiter l{a + A) = Hall +— )[ = l(i + l[l-\ — ), so ge- 
nügt wiederum die Untersuchung von 1(1 -{-x), wo|ii;|<l, 
für die man sich entweder der Taylorschen oder Maclaurinschen 
Formel bedienen kann. Für x^ — 1 wird 1(0) = — oo, 
somit ist bei negativem x von vornherein die Beschränkung 
auf \x\ < 1 geboten^ während bei positivem x noch der Grenz- 
fall x^=^l von Interesse ist. 

Die successiven Ableitungen von y — Ix sind: 

X x^ 



yW« +4!ä?-S . . ., y(-)= + (n— l)!a; 



— N 



WO das positive resp. negative Vorzeichen gut, je nachdem 
n ungerade resp. gerade ist. Demnach ergiebt sich aus (la) 
oder auch aus (II) (§ 19) die Eeihenentwickelung: 



x^ . x^ x^ 



l(l + x)^x — Y + -^ — -^ + ... 

(IV) + ^L^^ qr ^;(l + ^a;)-- 

{^ oberes Vorzeichen bei geradem n l 

' unteres Vorzeichen bei ungeradem nj' 

Hier ist das Restglied zu prüfen^ das sich^ vom Vorzeichen 
abgesehen, in die Form setzen lässt: 

X 

Sei zunächst x positiv, < 1. Daoo ist -z — ; — ^- < «, es 
wird also: ~ 1 + ^x- 

(12) -^" < T • 
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Somit hat 22» bei beliebig wachsendem n den Grenzwert 
Null, auch noch für x^l. Die Voraussetzungen der 
Keihe (IV) sind erfüllt, da Z(l +x), wie auch die n^ Ab- 
leitung von 1(1 + x)y nämlich -^(n — ^Y'rTT — vT ^ jedes 

natürliche n im Intervalle a? = bis a; = 1 stetig verläuft. 
Diese Voraussetzimgen sind offenbar auch noch (für das 
Intervall von bis x) erfüllt, wenn x>l. Indessen erkennt 
man leicht, dass in diesem Falle die ßeihenentwickelung 
für ?(1 -\-x) divergiert, d. h. dass JR„| bei wachsendem n 
über alle Grenzen wächst. Denn gesetzt das G^nteü fände 

statte so könnte, da JS» = h i2„+i> auch — mit wachsen- 

dem n nicht unendlich gross werden, was doch der Fall ist 
(s. § 12, (39), (40)). Der nämliche Schluss gilt ersichtKch 
immer, wenn das »*• Glied der Taylorschen resp. Mac- 
laurinschen ReihenentwickeluDg für lim n = cx> unendlich 
gross wird. Ebenso folgert man umgekehrt, dass stets, wenn 
lim \Bn\ = 0, auch das n** GKed der Reihenentwickelung 
g^en Null konvergieren muss. 

Die Reihe 

x^ X^ X*' 

^ - -2" + y + 4- ± • • • 

ist vom ersten GHede an eine alternierende, deren Glieder 
suooessive und bei beliebig wachsendem n beliebig abnehmen, 
nnd ihr Fehlei^esetz stimmt mit (12) überein, so dass man 
wiederum in der Entwickelung (IV) die Kenntnis des Rest- 
gliedes entbehren kann. 

Im besonderen hat man für :r =» 1 : 

(13) i2 = l-l + i-i + l-l±... 

Nunmehr sei x negativ, = — 0, wo <1, dann wird 
der in (11) auftretende Quotient 

X 1 



1 + '»X l—'»0 1 

^ 
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Solange — > 2 d. h. <^, bleibt der absolute Wert 
von ■=—, — r— , d. i. unterhalb der Einheit, da: 





und es konvergiert wiederum \JR„\ für wachsendes n gegen 
Null, insofern jetzt an die Stelle von (12) tritt: 

während die zugehörige Reihenentwickelung fiir Z(l — 0) 

lautet: 

0^ 0^ 
l{l + x)^l(l- 0)^-0^-^-^^--... 

(IVa) ^ ^ 

^ —1 



£:jY-|JBn|(o<«<i) 



Auch für ^ == TT ^^^ iioch UhI < — für lim « = 00 den Grenz- 
wert NuU. ^ ^ 

Ist dagegen wiederum a; negativ, = — jef, wo aber jetzt 

zwischen ^ und 1 enthalten ist, so versagt der Schluss, dass 

der absolute Wert von . , . < 1 bleibt Zieht man in- 

1 + '&X = 

dessen die Ergänzungsentwickelung III des § 19 mit dem 
Cauchyschen Restgliede (18) daselbst heran, so nimmt das 
KestgUed — Mn die Gestalt an: 

— ii„ = ^ • (1 — i?)~-Mi — *^)~" 
(15) __Ü_ 7 i — ^ \^-^ 

1 # 

Hier ist der Quotient r— < 1 : ersetzt man ausser- 

1 — &0 = 

dem den Nenner 1 — '&0 durch seine untere Grenze 1 — 0, 

so hat man um so mehr: 
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(16) - iZ« < 



\—z' 



SO daes — JR« <i« h- der absolute Wert des Kestgliedes bei 
wachsendem n gegen Null konvertiert, während die Ent- 
wickelung für Z(l — z) im übrigen dieselbe bleibt, wie in (IVa). 
Die durch (16) gelieferte Abschätzung des Fehlers \B^ lässt 
sich noch verfeinem. Denn setzt man die Entwickelung (IVa) 
um ^ weitere Stellen fort, so wird: 

\M<- + ^T^ + . . . + —rz r + 






mithin nach § 2, (I): 



n 1 — jsr w +^ 

Denkt man sich hier n fesigehalten, während p über 

alle Grenzen wächst, so konvergiert — ■ — gegen Null, und 
an die Stelle von (16) tritt: ^+^ 

(16a) -Bn=-\Bn\<-':r^. 

Dieser Schluss lässt sich auf den allgemeineren Fall 
ausdehnen, wo eine Taylorsche oder Maclaurinsche Ent- 
wickelung vorliegt von der Gestalt: 

+ Mn-l-p — 1 + -Bh4-p> 

bei der, wenigstens von einer gewissen Stelle, von m, an, 
alle Glieder das nämliche Vorzeichen haben, also etwa alle 
positiv sind, und wo von einer weiteren Stelle, von Un ab 

(w>i), stets die Quotienten ""^^ , _!Ltl^ , ^ .^ unter einer 

angebbaren festen positiven Grösse e bleiben, die kleiner 
als 1, und wo limJB„^_p = ist. Denn aus: 



p = co 



Wn + l . Ww + 2 . W„4-B 

Un Ww + l W«-j-2 

W. Fr. M e y e r , Diiferentialrechnung. 18 
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folgt durch resp. Multiplikation der zwei^ drei^ . . . ersten 
dieser Ungleichungen: 

^ C • ^ E • ^ c • • • • 

W»i «H Wn 

Sdireibt ^coan das (Lagrangesche oder Camd^sche) Bes^ 
iglied JSn in 'der 'Gestalt: 

-Bw == Wti + w»+i + . . . + w«4-p— 1 + iZrt+p 
SO wird: 

iin < W« (1 + £ + «2 + . . . + gP-l) + jfZ^^p 

mithin^ da lim i^M+^j» "== 0: 

(Iffb) JSn< ***• 



1— fe* 



Hier ist nur auf beiden Seiten der absolute Wert zu 
nehmen^ falls alle GKeder u (von w,- an) negativ wären. 

Es gilt also der Satz: 

(ß.) „Sind in einer Taylorschen oder Mac- 
laurinschen Entwickelung w© + % + t^ + . . . 
alle Glieder, wenigstens von einer gewissen 
Stelle ab, gleichnamig, bleibt ferner, von 
einer weiteren Stelle ab, stets der Quotient 
eines Gliedes durch das vorhergehende 
ifnterhalb einer angebbaren festen positiven 
Grösse 6, die <1, und konvergiert überdies 
das Restglied bei wachsendem Index gegen 



Null, so ist |ii^|<^ 

Die Entwickelungen (IV), (IV a) sind offenbar für eine 
praktische Berechnung der Logarithmen wenig geeignet, da 
sie nur „langsam konvergieren^^, d. h. man bedürfte 



§ 20. Beasece Jjntwickelnngen für den Logarithmus. 275 

einer ausserordentlich grossen Anzahl von Gliedern, um 
auch nur eine massige Annäherung zu erzielen, ^eht man 
jedoch (rVa) von (IV) ab, so gelangt man wegen 1(1 + x) 

— 1{1 — x) = l- zu der bereits besseren Entwickelnng*) 

, 1,1 '+JV X^ X^ x'^ 

Behuf« Anwendung von (TVT)) denke man sich den 
Logarithmus IN einer ersten Zahl N (z. B. JV= 1) bereits 
bekannt; um dann den (Logarithmus .J(2V^+-A) einer grösseren 
Zahl N+h zu finden, bringe man die Differenz beider, 

nänflich l{N+'k)--lN^l^^^^l(l + ^ auf die Form 

2x :h 



l_x^ N' 



,1+a;-/ ^x \ 

l- = Z 1 + ; mau setze demnach 

1 — X \ 1 — xl 

woraus x = ^ , , also von selbst < 1, hervorgeht. Damit 
geht (IVb) über ;ia: 

(IVc) :^^{li;N+h)-lN)^ll{l^^ 

Ä ^ 3 \2iV+ hl ^ 5 V2iV^+ h) ^''' 



2N' + 



Lisbesondere ergiebt sich erstens so für J^= 1, Ä = 1, 
h 1 



2N+h 3* 

(17) lz2«l + ^.:L + l.l + l.i- + i.i + ..., 
yxi) 2*^ 3^3 33^5 30^7 S'^^g 39 ^ ' 



*) Unter Anwendung der Regel (B) ergiebt sich, dass, wenn 
man die rechte Seite von (IVb) hinter ^ abbricht, der Rest 

Bh2+i kleiner als -r — r—^^-z 5 ausfällt. 

2n-f-l 1 — x^ 

18* 
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und zweitens, da 10 = 2^ + 2 = 2» (l + -j, also 110 = 3i2 

+ l{l + \), für N^l, Ä = l, 2;^^ = ^, mitiun:*) 

*) Auf Grund von (IVo) lassen sich fär HO stärker konvergierende 
Entwickelungen herstellen. Man gelangt zu einer solchen, indem man 
eine höhere Potenz von 2 aufsucht, die einem (geeigneten) Multiplum 
von 10 möglichst nahe kommt. Nun ist 2^^ = 4096, also: 

4100 = 2" + 2' = 2»(l + ^)=2"(l + j^). 
andererseits ist: 

41 = «(l+^)=2«.10(l + ^). 

1 h 

Nimmt man also in (IVo) einmal N=l, h = -rrr^, somit ^ \r \ i. 

= 2^9' •^'" "'''*"'" M»IN=1, Ä = -, somit 2jjq7jj = ^, bo 
kommt: 

Ul00 = 2n0 + Ul = 2"l(l+^), 

= 12J2 + 2(^^ + g2049. + 6. 2049» +•••)' 
and setzt man hier fOr {2 seinen Wert ans (18) ein, so ergiebt sich: 

+ ^ Is + äTsF + ö^^bF + • ' 7 

■" ^ \2üi9 "^ 3 . 2049» "^ 6 • 2049» + ' ' 7 ' 

Benutzt man von diesen drei Elammerentwickelungen resp. die ersten 
fünf, drei, ein Glieder, so erhält man ZlO bis auf neun Dezimalstellen 
genau (die zehnte Stelle differiert am weniger als zwei Einheiten): 

210 = 2,302585093168... 

während in Wirklichkeit: 

; 10 = 2,802 585 092 994... 



10 



ist. Da lx = lx'l\0, BO liefert der Wert von ZlO das Mittel, um 
von irgend einem natürlichen Logarithmus zum entsprechenden 
Briggisdien überzugehen, und umgekehrt. 
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(18) ?10 = 3 -^2 + 2 I- + -. — + - . — + -.— + ... I. 
^^ ^ l9^3 98^5 9*^7 97^ j 

5. Potenz y = a:»» mit beliebigem Exponenten m. 

Da (a + ß)^ = a"*(l + — 1 , so genügt es für praktische 

Zwecke, die Entwickelung von (1 + x)^ ffir |ir| < 1 zu unter- 
suchen. Die successiven Ableitungen von af* sind: 

(ly) 

(ä?™)» == m{m — 1) . . . {m — i+ l)a^-^. 

Somit werden die ZahlenkoeiBzienten der Potenzen x, 
x^f , . . in der Maclaurinschen Entwickelung (ü) (§ 19) für 
(1 + xy^ die Binomialkoeffizienten m^, m^, ... von m (s. § 6): 

(\r\ (^ + ^)"* ^ 1 + ^1^ + ^2^^ + ^8^* + . • • 

+ mn^iOf'-^+Bn, 0<\x\< 1, 

wo das Lagrangesche Restglied Bn lautet: 

(20) Bn « ntnaf" (1 + *a:)«-~. 

Die Voraussetzungen für (V) sind erfüllt, da (1 + a?)*", 
wie {(1 + a:)"»)» = m (m — 1) ... (m — i+l)x!^-^ für 
irgend einen Wert x, dessen absoluter Betrag > und < 1 
ist, (und auch noch für x = 1) stetig sind. 

Der besondere Fall, wo m eine natürliche Zahl ist, 
kann hier ausgeschlossen werden, da er auf den binomischen 
Satz (§ 6) zurückführt; in der That bricht dann, da 
m,n+i = w^-f 2 = . . . = 0, die Reihe (V) von selbst hinter 
Wm^ == x^ ab. Wie beim Logarithmus werden die beiden 
Hauptfalle eines positiven und eines negativen x zu unter- 
scheiden sein. 

(A.) Es sei X positiv, > und < 1. 

Das Restglied B^ (20) lässt sich dann in den Formen 
schreiben: 



<^i) ^ = '^'(iT^)"(i + ^-)- = ^ It^X 



(1 + ^ä;)"». 
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Hier ist ^ < x; da (1 + da?)*" ein von n unab- 

hängiger fester Faktor ist, so bleibt die Frage zu beant- 
worten, ob \mn^\. für ein positives x< 1 bei beliebig wachsen- 
dem n unter jede Grenze sinkt. 

Es geschieht das durch einen ähnlichen Gedankengange 



wie bei dem entsprechenden Nachweise für — in § 12 (39), (40). 

Sei erstens der Expcra^nt m positiv und zwischen d^i 
beiden natürlichen Zahlen m^ und m^ + 1 (m^ = 0, 1, 2, . . .) 
enthalten. Dann zerlege man das Produkt nincxf^ ui die n 
Faktoren : 

m m — 1 m — 2 m — Jc+1 

(22) ^-m, ^ m-(^ + l) ^ - 

<» — {^ + n — % — 1)^ . 

3/ • 

n 

Hier sind die Zahlenfaktoren von. x von -r- bis inkl. 

TTY" positiv, vom nächsten Gliede an negativ. Der 

absolute Wert der negativen Brüche — ^ — , . . ., 

bleibt stets, unterhalb der Einheit, wie gross 

n aujch sei^ mitbin der absolute Wert diesar mit X' multi- 
pliziesten Brödie <x,*) 

Unter dem m^-^-l positiven Brüchas: 

nt m — 1 Vit — Ä "4" I ^ — ^^ 



♦) Hieraus geht bereits hervor, dass |mna5»»| K^n ^^a^, oder, 

da der letzte positive Brack von (22), r-^i ^tets <1 ist, dass 

\m%aii^\ <i mm^oc^ i also ![m»a:^| für limn = oo (und Ixj < 1) gegen 
Null konvergiert Die Formel (24) des Textes gestattet indessen eine 
feinere Abschätzung. 

Das Verfahren des Textes zeigt auch ohne weiteres, dass | mnO^ \ fär 
lim n==oo und o? > 1 den Grenzwert oo hat^ also die Entwiokelong 
(V) dann divergiert, und das Entsprechende gUt für ein negatives m. 
Über den Fall x = l siehe weiter unten. 
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muss es einen ersten^ etwa den i*®", geben ^ der < 1 aus- 
fällt; die darauf folgenden sind dann um so mehr < 1. 

Die Zahl k bestimmt sich demnach als. die kleinste 
natürliche Zahl^ die der Forderung genügt: 

(23) ÜLZ±±l<ii.e.Jt>^. 

■ 

Versteht man daher unter h die erste natürliche Zahl; 

die den Wert — ^ — übertrifft, so sind unter den m^ + 1 

positiven Brüchen der Reihe (22) die ersten h — 1 grosser 
als X, die weiteren kleiner als x. Somit gilt für den ab- 
soluten Wert von mnC^, wie gross auch n sei, 

(24) \m,,o(f'\ < (wt_i:»*-^) . ä;^-*+i {m > 0), 

sinkt alßo für ein. positives x <1 mit wachsendem n unter 
jede Grenze, da dies mit a:»»— *+i der Fall ist, während 
mi^iX^-^^ ein fester, von n unabhängiger Faktor ist. Das näm- 
liche gut offenbar auch für ein negatives Xy wenn nur \x\ < 1. 

Zweitens sei m negativ, = — fx. 

Man zerlege, analog va (22), mnixf^ in die n Faktoren: 

(_._±|-,)...(_£±£-,). 

Die Produkte 

fi fi + \ fji + 'i fi + n—1 

^X, ^ X, ^ X, . . . ^ X 

sbid alle positiv, und unter ilmeo giebt es wiederuip ein 
erstes, daa Ä«": ^ + ^~^ a;, das kleiner wd als di^Ei*. 
heit. Denn die Forderung: 

(26) ^'^\~^ ^<1 i-e. (/i— l)a?<Ä(l— 4 

liefert für ki 

(26a) i>(^_l)_^. 
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Man nehme also Tc als die erste der natürlichen Zahlen 
1, 2, ... , die (26a) genügt. » 4. ;[; _ 1 
Um jetzt zu erkennen^ wie sich die auf — t ^ 

folgenden Produkte verhalten, vergleiche man überhaupt irgend 

zwei successiveBrüche der Reihe ^ , ^—p: — , .... — , 

12 n 

etwa den r**»* und den (r + 1)*®°, indem man ihre Differenz 

bildet: 

(27) /i+ ^~^ f^ + r fi — l 



r r + 1 r (r + 1) * 

Mithin nehmen, solange /u > 1, die Brüche ^ > ^ — ^ • • v 

n^ ^ f^ 1 1 ^ 

■^- bereits vom ersten an gliedweise ab. Bezeichnet 

man der Kürze halber den in Eede stehenden, zwischen 

und 1 befindlichen Wert von — t x mit Cjk, so 

wird jetzt: 

(28) \mnx'\ < 



k — 1 

mjc^ix 



n— *+l 



konvei^ert also wiederum für lim w = 00 gegen Null, so- 
lange \x\ < 1. 

In dem ausgeschlossenen Falle /^ < 1 nehmen zwar 

umgekehrt die Brüche ^ 9 ^~ö — ^ • • • ^ ^^^ 

ersten an successive zu, bleiben aber stets < 1; endlich für 
fi=l sind alle Brüche gleich 1. Mithin wird für /x < 1: 

(28') Iwnic"! < \x*'\ , 

und es gilt derselbe Schluss wie bei (28). 

Somit ist die bezüglich der Konvergenz von |mwic**| för 
ein positives a; < 1 aufgeworfene Frage in bejahenaem Sinne 
entschieden, und es konvergiert demnach auch der absolute 
Wert des Kestgliedes Bn (21) bei beliebig wachsendem n 
gegen Null. 

Der nämliche Schluss bleibt auch noch, wie beim Loga- 
rithmus, bestehen, wenn x zwar negativ, aber 1^1 = 1^0 

1 
ist, während sich, wenn f zwischen — und 1 gelegen ist, 
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nichts darüber aussagen lässt, ob — — i? in (21) kleiner 
oder grösser als 1 wird. ^ 

Man ziehe daher für ein negatives äj = — f , f < 1 > 
medenim die Entwickelung LH des § 19 mit dem Cauehy sehen 
Restgliede (18) daselbst heran^ dann kommt für das Rest- 
glied JB„: 

^3Qj JS, = mf(l-^ir-Hm-l)„_i/^^=^^""' 

da hier: 

1^^<|, lim |(w - 1)h_i1I»-i = 0, 

"■• Q H = CO 

80 konvergiert in der That |J?„| bei beliebig wachsendem n 
gegen Null. 

Man beachte noch, dass die Entwickelung (V) bei 
positivem x{<.l) von einem gewissen Gliede an, eine alter- 
nierende ist; wenn nämlich m positiv ist, zwischen den natür- 
lichen 2iahlen m^ und m^ + 1 enthalten, wechseln die Binomial- 
koeffizienten m,- gemäss (22) vom (m^ + ^Y^^^ i^^* ^^ ^ 
Vorzeichen; wenn aber m negativ, bereits vom ersten Gliede 
an. Aus demselben Grunde weist die Entwickelung (V) bei 
negativem x, von einem gewissen Gliede an, lauter gleich- 
nanuge Glieder auf. 

Überdies lässt sich n so gross wählen, dass in beiden 
Fällen der absolute Wert der Glieder in (V) beständig ab- 
ninunt Sei zuerst wieder x positiv (< 1), so soll also, von 
einem gewissen n an, stets |m„4.i|rc"+^ < |mn|a:^ werden, 



d.h. 



^Wh+1 



n — m 



X = — X <1. Für positives m ist das 

mu n-r 1 

immer der Fall, und auch noch, wenn m negativ und \ni\< 1 ; 

ist aber m negativ und |?w| = /* > 1, so liefert die in Rede 

stehende Forderung: 

XU — 1 

Bei negativem ä? = — | ist hier nur x durch f zu ersetzen. 
Denkt man sich daher n in jedem Falle bereits dement- 
sprechend hoch gewählt, so verwende man zur Abschätzung 
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des Fehlers \Bn die Eegeln (A) S. 265 und (B) S. 2jr.4. 
Bei positivem ^(<1) ergiebt sich: 

(28a) \R,,\ < Imnlaf^y 



m, 



n-f-l 



M 



|^=.e«l)ge. 



bei negativem x== — f, |< 1, wenn 
setzt wird: 

(28b) |22„|<|w„||n^A^. 

Nunmehr soll auch noch der bisher ausgeschlossene Fall 
x=^l erledigt werden. Gemäss (21) kommt die Frage dar- 
auf hinaus^ welchen Grenzwert der absolute Wert des Bino- 
mialkoeffizienten m„ für beliebig wachsendes n besitzt. 

Da dieser Grenzwert für m = — 1 , wie oben bemerkt, 
gleich der Einheit ist, so liegt es nahe, die beiden Haupt- 
fälle m-\-1^0 von einander zu trennen. 

Sei also erstens m + 1 < , so setze man wiederum 
m=^ — fi, wo nunmehr fi> t, so sind gemäss (27) alle 
Faktoren des Produktes: 



pi ^ + 1 A* + 2 

— — • ■ • - 

1 2 



/i + » — 1 ju^ + n^ jLi + n+t 



3 n n + 1 

Ji^ + n+ff — 1 /i + n+jf 



n + 2 



n+p 



n+p+ 1 



grösser als 1 und nehmen vom ersten an beständig ab. 

Greift man daher das Produkt II von irgend p auf- 
einander folgenden jener Brüche heraus: 



n 



jLi + n. jLi + n+l jLi + n+p -^1 



n + 1 n + 2 



n + p 



und ersetzt hier jeden der p Brüche durch den letzten, der 
der kleinste ist, so erhält man die Ungleichheit: 



n> 



\ n 



+ p- 



+P 



-r^-K'^)'. 



also um so mehr, nach der in § 1 (8) angewandten Schluss- 
weisie: 

n +i> 
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Liesse sich nun nachweisen, dass . für ein ge- 

n +p ^ 

eignet hohes p stets eine feste, nur von m abhängige, wenn 

auch noch so kleine positive Zahl — (5 > 1) überschreitet, so 

1 ^ 

wäre ZT > 1 -| — , und bei beliebig oftmaliger Wieder- 

s 

holung dieses Verfahrens würde sich sofort ergeben, dass 
Um |m„| >(l H — 1 , wo r eine beKebig grosse natürliche Zahl 

n= CO \ *^/ 

ist, d. h. dass lim ImJ = 00 wäre. 



n = oo 



Um aber die Bedinffung ^-^^-^ -> — zu erfüllen, hat 

n+p s ' 

maximxr p(s(u — 1) — l)>w,i. e.»>— ;^ -r zu wählen. 

^ ^ s{ju 1) — 1 

Das ist stets möglich, sobald s{jbL — 1) — 1 positiv, d. h. 

6obal(^ /A -^ 1 > — ausfallt; da aber nach Voraussetzung /^ — 1 

positiv ist, so läisst sich oflTenbar stets eine positive Grösse s 
derart amiehmen. Also ist in< der That lim ImJ ==> 00. 



n = GO 



Danach spricht im zweiten Hauptfalle w + 1 > die 
Wahrscheinlichkeit dafür, dass jetzt lim m» = wird. 



n=:QO 



Bildet man wiederum die Keihenfolge der Faktoren: 

m m — 1 m — 2 
T'~2 3~'**'' 

so sind dieselben von einer gewissen Stelle an, sobald w>m, 
negativ, also deren absolute Werte: 

n — m n — m+1 n+p — 1 — m 

¥+T^ n + 2 '•••' ^ÜTp '"* 

sämtlich kleiner als 1 und, gemäss (27), fortwährend zu- 
nehmend. 

Greift man demnach für irgend ein n > m wiederum 
das Produkt 11 von p aufeinander folgenden jener Brüche 
heraus: 

n — m n — m + 1 n+p — 1 — m 



n^ 



n + 1 n + 2 **' w+jp ' 
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SO ist jetzt der letzte Bruch von allen der grosste^ und man 
hat die Ungleichung: 

\ n+p I 
Es handelt sich um den Nachweis^ dass man p, wie gross 

auch n sei. stets so hoch wählen kann, dass ( — — ) 

\ n+p I 

unter einen festen (nur von der Grösse m abhangigen) posi- 
tiven echten Bruch e heruntergedrückt wird, oder, was dasselbe 

ist, dass man ( — ; ) stets grösser machen kann. 

1 W+jp— 1— W ^ 

als — . 
e 

Nun ist: 

n+p n+p — [m+l) + {m+l) 



n+p — 1 — m n+p — (m+1) 

m + 1 



= 1 + 



n+p — ipi + \y 



mithin ist die vorliegende AuJ^be die nämliche, wie die im 
ersten Hauptfalle m + 1 < behandelte: man hat nur die 
dort auftretenden Grössen fi — 1 und n durch m+\ resp. 
n — (m+1) zu ersetzen. Sobald daher w > m + 1 gewählt 
ist, und eine positive Grösse s derart angenommen, dass 

m + 1 > — , was nach Voraussetzung w + 1 > immer 

möglich ist, so bestimmt sich p durch die Forderung: 

n — (m + 1) 



(jw+l)s— 1* 



Damit ist aber, wenn man das eingeschlagene Verfahren 
beliebig oft wiederholt, bewiesen, dass, wenn man den abso- 
luten Wert des Produktes der ersten n — 1 Faktoren: 

m m — 1 m — n+ 2 
Y'~^~'" n-1 

mit A bezeichnet, lim \m„\ < A.{ . ^ ) ist, wo v eine be- 
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liebig hohe natürliche Zahl bedeutet. Also ist in der That 
för w + 1 > lim m„ = . 

Demnach konvergiert die Entwickelung (V) auch noch 
för ^ = 1 , so lange m + 1 > (aber nicht mehr, wenn 
m + 1< 0), und es resultiert: 

(1 + 1)«» == 2"» = 1 +mi + mj + mg + ^4 + . . . (m + 1 > 0). 

Durch Zusammenfassung der Ergebnisse gelangt man 
demnach zu folgendem Satze: 

„Solange der absolute Wert von x kleiner 
als die Einheit ist — und für x =^ 1 auch 
noch, falls m + 1 > — , gilt die konvergente 
Entwickelung: 

(V) (1 + x)^ = 1 + m^x + wi2X^ + m^x^ + • • • 

+ m„_iaf'-i + JR„, 

die, von einer gewissen Stelle an, alternie- 
rende oder aber gleichnamige Glieder auf- 
weist, je nachdem x positiv oder negativ ist, 
und wo der absolute Wert des Eestgliedes 
den Eegeln (28a) resp. (28b) genügt. Hierbei 
ist n bereits so gross gedacht, dass wenn m 
positiv und zwischen den natürlichen Zahlen 
% und m^ + 1 enthalten, n>^m^ +1; wenn m 
negativ = — /ll und /j><1, w>1; endlich, 
wenn m negativ = — jn und /*>!, 






x\ 



Die Entwickelung (V) heisst die „binomische Keihe^^ 

Bemerkenswert ist insbesondere der Fall, wo m das 
Negative einer natürlichen Zahl /* ist. Dann ergiebt sich 
aus (Va), als Verallgemeinerung der geometrischen Reihe 
0«-l) (§ 2,11): 



{1—xy - ' — ' 1.2' 1.2.3 

(w = l, 2, 3 ...). 

Unter den zahlreichen Anwendungen der binomischen 
Seihe seien hier zwei hervorgehoben. 
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Emmal bietet die Beihe ein bequemes Hil&mittel zur 

Ausziehung von Wurzeln aus Zahlen. Beispielsweise hat 

b. — 
man iur y36: 



1 



)^ = (32 + 4)^" = 2(1 + ^)' == 2(1 •+ ^\ 

1 

Die ersten fünf Binomialkoeffizienten von m = — sind: 

5 



\5/i 5' \bh 25' lö/s 125' Vö/* 



21 



.^ ., .^,. 15625' 

somit wird: 



©.- 



625 ' 
399 






40 800 ' 32000 2560000 

I 399 ] 

^512000000 '"/' 

Bricht man hinter dem fünften GUiede Ah, so erhalt 

man einen zu kleinen Wert fiir y36., und der Fehler ist 

399 
kleiner, als das nächstfolgende Glied d. L 2 • ^..^^^^^^^ , 
' ^ 512000000' 

also ca. li Einheiten an der sechsten Dezimalstelle. 

Die zweite Anwendung der binomischen Ileihe ^beziehe 
sich auf die sc^enannte Maskeilynesche Jßegel der Trigono- 
metrie (s. etwa das Lehrbuch von Hammer über Trigono- 
metrie, § 23). 

Bricht man in der Keihe (I) für sinrr hinter dem ersten 
Gliede x ab, so hat man die in § 5 untersuchte (erste) An- 

näherung für sinii;. Nimmt man das nächste Glied — — 
hinzu, so erhält man in zweiter Ajinäherung: 



sma; = rr 



-6=n^-6J- 
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Hier ist derzweite Fdktor, 1 -— — , wiederum in zweiter 

o 1 

1 — T^] } wo die Basis 
1 — ^, abermals in zweiter Annäherung^ gemäss (II), durch 

cosa? ersetzbar ist. Damit ergiebt sich die, für die Ver- 
gleiöhung von Sinus, »Cosinus und Bogen äusserst bequeme 
Maskelyn^sdie Annaherungsregel: 

8, 

gin^^ xfQo^Xf 

>jdie man für praktische Rechnungen in die logarithmische 
Gestalt einkleidet: 

lg sin 0? — ^Igcosa? = Ig^?. 

Es soll der Genauigkeitsgrad dieser Regel untersucht 
werden. Zu dem Behuf könnte man sich der Fehlerregeln 
für die Entwiökelungen (I), (II), (Va) bedienen, zweckmässiger 
aber erscheint die direkte Anwendung der Maclaurinschen 
Entwickelung atff die zu behandelnde Differenz: 

1 

sin X -^ X cos' X . 

1 

Die ersten vier Ableitungen von cos'^ sind: 



1 -- 
cos^a? ) = — — cos*iC sin x , 



( _ _ 

(»I 1 j2 "~8 • 8 , 3 I 

cos x\ == — — ^— eos^ sm x + cos x\ , 



1 \'" 



C08*Ö? 



^•^-Q-cos a?sm 5?+ cos a?sma;>. 



18 1 — 1 80 8 »4 ij 3 »2^, 8 1 

Icos x\ *« — 3 ^— cos ÄJsm x + 4cos x^\xi x-\- cos x\ 
= -3eos*"a:{|^tg'^ + 4tg'^+l}. 



288 § 20. Genanigkeit der MaBkelyneschen BegeL 

1 

Mithin liefert die Maclaurinsche Reihe für — a;eos*iC, unter 

Benutzung des Lagrangeschen Kestgliedes für n = 4: 

- x^ bx^ - f80 1 

— a;eos*^ = — 5?+ — + Q p^y C0s*^^)9^tg^^^+ 4tg2^a; + l? 

(0<*<1). 

Ersetzt man hier in dem positiven Eestgliede — x sei 

als ein beliebiger Bogen des ersten Quadranten gedacht — 

i_ 

cos*t?a? und ig^'&x durch ihre grössten Werte 1 resp. tg^o?, 

80 
und noch — durch den grosseren^ aber bequemeren Wert 

81 

— - = 3^ so erkennt man, dass das fragliche Bestglied kleiner 

5 x^ 
ausfallt als — • — (3tg*a; + ^tg^a; + 1). Da andererseits 

o Ol 

nach (I) ^ — -^ für sin x ebenfalls einen zu kleinen Wert 

liefert, wobei der Fehler < — | ausfallt, so liefert die Zu- 

%j • 

sammensetzung beider Ergebnisse die gewünschte Genauig- 
keitsabschätzung'*') der Maskeljneschen Regel: 



sm;r 



XQOS^x <|-^{l + |(3 tg*^ + 4tg2a; + 1)| 



i. e. < 



x^ 



g-^ (8 + 20 ig^x + 15 tg*:z:) . **) 



*) Als Beispiele wähle man etwa die den Winkeln von 9*^ resp. 10^ 

entsprechenden Bögen a; = — , resp. cc == — . Im ersten Falle liefert 

die Formel des Textes einen Fehler, der < 0,000 002 3, im zweiten 
Falle einen Fehler, der < 0,000004 ist. [In Wirklichkeit fallen die 
betreffenden Fehler < 0,0000022 ... resp. < 0,0000036 ... ans]. 

£s ist also bis zn Winkeln von 9^ sin x durch den zu kleinen 

8 

Wert xycoso; ersetzbar, wenn man von einem Fehler absieht, der 
kleiner ist, als der vierte Teil eines Hunderttaasendstel. 

**) Mittels derselben Methode würde man, behufs Vergleichaug 

8 

zwischen den dritten Potenzen von sina; und x^qo%x die elegante Ab- 
schätznngsformel erhalten: 

sin* X — a;* cos oj < ^^ ^^. 

15 
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6. y « BXCtgX. 

Indem wir die i^ Ableitung von y lieber mit Di be- 
zeichnen^ kommt: 

A == (1 + ^^)-« <- 2 (1 + x^) + 8x^) 
^ ^ =(l+a:2)-3(6a;2 — 2), 

2)4 =- (1 + Ä?2)-*{(1 + x^) \2x — Qx{6x'^ — 2)> 
= (l+Äj2)-*24a:(l— rc2), . . . 

Die Fortsetzung des Verfahrens lässt erwarten, dass 
eine Ableitung D^n-^-i ^^ ungeradem Index 2n-\-l das 
Produkt aus (1 + ij;2)-(2n+i) m^^j einer ganzen Funktion (pn{x^) 
n*®^ Grades in x'^ sein wird, dagegen eine Ableitung I)2n^% 
mit geradem Index 2n + 2 das Produkt aus x{l +ic2)-(2w+2) 
in eine andere ganze Funktion tpn{x^) w^*" Grades' in x^. In 
der That sei bewiesen, dass bis zu irgend einem n: 

SO liefert erneutes Differenzieren: 

D2n+2 = (1 + a;2)-(2"+2)^(l ^ x^) 2 X (f'n {x^) 

--(2n+l)'2x(pn{x^)}, 

also 2)2hh-2 von der Form {1 + x^)'^^''+^^xyjn(x^). Und 
durch abermaliges Differenzieren erhält man: 

— (2w + 2) . 2x^y;n{x% 

d. h. Dan+s ist von der Form (1 + x^)'-^^*'+^'>q)n-^i{x^). 
Wegen (33) ist also allgemein, wenn man den Zähler von 
Dv mit Z« bezeichnet: 



(34) 



^2~+l ^^ ^ ;r2)2»* + l (1 + :Z?2)?« + 1 ' 



^2n+2 ^ XXpn(x^) 

(1 H- it:2)2«+2 (1 ^ ^2)5 

W. Fr. M e y e r , Düferentialrechnung. 19 



A« + 2 .-, ^ ^2\2n+2 n -i- ^2\2« + 2 ' 
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sodass also Zy stets eine ganze Funktion (r — 1)*«" Grades 
von X ist. 

Auf grössere Schwierigkeiten stösst die explizite Dar- 
stellung der ganzen Funktionen 9?n(^^), V^nC^^). Zu dem 

Behufe gehen wir auf die erste Formel (33): D^ = :r— j- — - 

zurück, um durch eine zweite Methode des Differenzierens 
ein anderes Gesetz far die D zu erhalten, und dann durch 
Vergleichung die 9?, tp zu finden. Die wiederholte Dif- 
ferentiation der Identität D^ (1 + a:^) « 1 ergiebt: 

2a;2)i + (l + ^^)A = 0, 
1 . 2Di + 2 . "IxB^ + (1 + ^^) A « 0, 
(35) ^ 2 . 31)2 + 2 . 3^2)8 + (1 + ^^) ^4 = 0, 
3 . 4D3 + 2 . 4a;D4 + (1 + x'^)!)^ « 0, 



Es lässt sich erwarten, dass die allgemeine Bekursions- 
formel lauten wird: 

(36) n(w + l)Dn + 2 (w + l):rD„+i + (1 + x'^)B^j^^ = 0. 

In der That sei (36) bis zu irgend einem n gültig, so 
differenziere man abermals, dann entsteht: 

n(w + l)Dn+i + 2(w+ l)Dn+i + 2(n+ l)a;Dn+2 

+ 2^2)n+2 + (l + a;2)D„+3 

= (w + 1) (n + 2) Dn+i + 2 (w + 2)xJ)n^^ 

+ (l+^2)D,.+8-0, 

d. i. aber die Formel (36) für den Index n + 1 : 

„Zwischen drei aufeinander folgenden Ab- 
leitungen Dw, T>n-\-\, i)n+2 von arctgÄ? besteht 
die Rekursionsformel (36)." 

Da fiir w = die erste der Formeln (35) hervorgeht, 
so ist die Grösse D« durch (36) völlig definiert, sobald 

man noch die Festsetzung D^ = — — — - trifft. Aus (36) 

lässt sich dann auch leicht wieder das Ergebnis (34) herleiten. 
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Um die BeknrsioDsformel (36) zwischen den D in eine 
solche zwischen den Z (34) überzuführen^ setze man: 

D« = Zn(l + a;2)-«, 
so ergiebt sich: 

(37) w(n + 1)(1 + ^2)^^ + 2(w + \)xZ^^^ + ^n+2 = 0, 
woraus speziell för ä; = folgt: 

(38) 2^+2 (0) == — w (w + 1) Z„ (0). 
Differenziert man andererseits die Identität: 

SO entsteht: 

(39) = - 2^(n+ 1)(1 +^2)-(«+2)^^_^^ 

+ (l + a;2)(l + a;2)-(n+2)^^^,, 

und subtrahiert man diese Formel von (37), so gelangt man 
zu der einfachen Rekursionsrelation: 

(40) Z4+i = — n(n+l)Zn. 

Man denke sich jetzt ^2m+i gemäss (34) als ganze 
Funktion w*®" Grades von x'^ mit unbekannten Koeffizienten 
angesetzt: mit Bücksicht auf die durch (40) bedingten Dif- 
ferentiationen empfiehlt es sich, die bezüglichen Binomial- 
koeffizienten als Nenner aufzunehmen: 



(41) 



^2«+i = «0 + 2^** + 4^^* + • • • 



^<2(«-l)>!^ ^(2n)I^ • 

Um zuvörderst Oo = Z2„+i(0) zu bestimmen, multi- 
pliziere man die nach der Regel (38) gebildeten n Gleichungen: 

^E«+i(0) 2n(2w — l)Z2„_i(0), 

^««-i(0) (2» - 2) (2« - 3)Z2»_8(0), . . . 

Zj (0) 2 . 1 Zi (0) 2-1, 

60 hat man: 

(42) ^„+i(0) = «0 = (- 1)" (2«)!. 

19* 
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Der nächste Koeffizient a^ in (41) ist gleich Zi'n +i{0). 
Die zweimalige Anwendung von (40) liefert: 

Zi'n+i =(2» + l)(2n)*(2n-l)^„_i, 

somit gemäss (42): 

Zi'n+iiO) = «1 = (2n + iy(2«)* (2« - l)Z„_i(0) 

(42 a) = (— 1)»- > (2 n + 1) (2 w)» (2« — 1) <2 (« — 1)> ! 

= (_ 1)«-i(2m + l)2«(2n)I. 

fjQtsprechend kommt nach 2»-maliger Differentiation 
von Zin+i und Nullsetzen des Argumentes x: 

Oi = ^*Ai (0) = (- 1)"-' (2n + 1) (2m)' (2n - 1)» . . . 

(2« — 2i + 2)2(2n — 2» + l)(2» — 2i)! 

= (_ 1)»— • (2n + 1) 2«(2n — 1) . . . 

(2« — 2* + 2) (2»)!. 

Auf Grund von (41), (43) ist das allgemeine Gesetz fär 
Zin^i (34) ermittelt: 

(-l)"^^ = Ä.„+i(^) = l-g-(2«+l)2« 



(44) 



+ 4! 


(2w + l)2n. 


(2n 


l)(2n- 


2) ... 


^c- 


-1)"(2«+1)! 
(2n)! 


a;«" 






-1 - 


-a;«(2«+l)8+a;* 


(2« + 1)4 


• • • 






+ (- 


_l)n^2n. 


(2n+l),«, 



d. h. die rechte Seite, die zur Abkürzung mit /S2n+i(^) be- 
zeichnet ist, ist eine ganze Funktion n^^ Grades von a?*, 
deren Koeffizienten die mit abwechsehidem Vorzeichen ge- 
nommenen geraden BinomialkoefBzienten von (2n + 1) sind. 

Von (44) aus gelangt man durch einmaliges Differen- 
zieren unter Berücksichtigung von (40) zu der analogen 
Darstellung von ^2»«: 
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Wegen der ursprünglichen Bedeutung der Z (34) ist 
demnach der Satz bewiesen: 

(45) „Die V*® Ableitung Dy von arctg^ ist 
gleich ZyiX + ^*)""% wo Z^^ je nachdem n un- 
gerade oder gerade ist^ aus (44) resp. (44a) 
zu entnehmen ist/^ 

Hieraus fliesst sofort^ da offenbar Dy fiir jeden Wert 
des Argumentes eine stetige Funktion ist^ nach § 19 (II) die 
Maclaurinsche Entwiokelung für arctg^: 

x^ ^ x^ ä;^ . 
arctga; = ^ — — + — — — + ... 

wo das Lagrangesche Bestglied iZzM-i-i : 
^ ' •^"+^ (2n + 1)! <1 + {da;)«>«"+i 

+ (^«)«(2 n+ 1),— ...+(- 1)" (*a;)«»(2» + 1)«„1 

! • . 

hinsichtlich seiner Konvergenz zu untersuchen ist. 

Da arctg( — oi) == — arctga?; darf man sich auf positive 
X beschränken. Man wird versuchen^ die rechts von (46) 
auftretende Klammergrösse [] mit dem Nenner, also mit 
einer Potenz von 1 + {^dSf zu vergleichen. Da es nur auf 
den absoluten Wert von 222 n+i ankommt; und der absolute 
Wert einer Grosse nichts anderes ist, als die positive 
Quadratwurzel aus dem Quadrat der Grösse^ so wird man 
leichter mit dem Quadrat der Klammergrösse [] operieren; 
überdies wird man ebenso die, die Ergänzung von [] bil- 
dende , für den Index 2n + 1 aufgestellte rechte Seite von 
(44a) berücksichtigen. 
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Es liegt also nahe^ die zunächst für einen beliebigen 
Wert X des Argumentes und fiir ein ungerades v = 2n + 1 
konstruierte Quadratsunune Q\ 

(47) Ö ^ (^ "~ ^^^ä + ^^''^ —x^v^ + ... +ir-ir,^,)2 
+ (a? — x^v^ + x^vr, — x'^Vrj + . . . ±^xrv^'^ 

zu einer Potenz von (1 + ^^) in Beziehung zu setzen. 

Die Ausföhrung von Q nach Potenzen von x^ liefert, 
wenn man noch der Gleichmässigkeit halber das Zeichen 
^0 = 1 einfuhrt: 

ö = 1 + x\v\ — 2v^V2) + x\v\ — 2nv8 + 2yoV4) 

+ iP (^8 — 21^2^4 + Svi^j 2^0^) 



(48) 



1/ 2 



+ . . . + a; (n- — 2n_-in+i + 2n_2n+ 



2 



— 2v,-_8n-|-S + ...) + ••• + ^*''»'v> 

WO die nach einem leicht ersichtlichen Gesetze gebildeten 
EJammergrössen jeweils so weit fortzusetzen sind, bis sie 
von selbst abbrechen. 

Nun erhält man dieselbe Entwickelung, nur mit ab- 
wechselnden Vorzeichen der Potenzen von x'^, auf Grund 
des binomischen Satzes (§ 6) durch Ausfuhrung des Pro- 
duktes: (1 + xy'{i — xy =« (1 — x'^Yi 

(49) XK— %n+^^ ^2—^*^3 + ..•+(— 1)"^"»'»') 

= 1— ip'(n —2^01^2) + ^V' — 2nn + 2roi'4)— . • • 

+ ( — l)V'(n? — 2n_iv,-4.i + 2vi-iViJ^% [-•••) 

+ ... + (-i)Vv;. 

Entwickelt man andererseits (1 — x'^y direkt nach dem 
binomischen Satze, so erkennt man, dass der Koeffizient von 
( — Vfx^^ in (49) mit r, d. i. dem i*®" Binomialkoeffizienten 
von V übereinstimmt: 

(50) y^ = n — 2n_ir,4-i + 2r,_2n+2 — • • • 
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Damit ist bewiesen^ dass die in (47)^ (48) angesetzte 
Quadratsumme Q nichts anderes ist als (1 + x^Y: 

(47a) Q = {i + x^y. 

Hieraus folgen unmittelbar die beiden Ungleichungen: 

\l—x^{2n + 1\ + x\2n + l)^ — x\2n + 1)6 H ... 

(51) + (- l)^»^2«(2n + 1)2«| <(1 + x^)~^^, 
\x{2n + l)i — x^(2n + 1)3 + x^{2n + 1)5 h • • • 

»n+ 1 

4.(_l)«^2n+i(2n+l)2„|<(l+a:2) 2 . 

Da die Entwickelung (49) gilt^ ob v ungerade oder 
gerade ist^ so bleibt die zweite der Ungleichungen (51) richtige 
wenn man hierin 2n + 1 durch 2*n ersetzt^ wodurch der 
von den senkrechten Strichen eingefasste Ausdruck in die 
rechte Seite von (44a) übergeht. 

Bedient man sich demnach der Bezeichnungen S^n^if 
Stn in (44); (44a); so gehen die Ungleichungen (51) für jeden 
Wert von x über in: 

(51a) \8,n+i{x)\ <(1 + x^r^ , |Si„(a;)|<(l + a:*)». 

. Substituiert man in der ersten (oder auch in der zweiten) 
Ungleichung (51a) für x den Wert '^x, so erledigt sich 
ohne weiteres die Diskussion des Bestgliedes Bzn-^i (46) der 
arctg-Beihe (VI): 

2n4-'l 

l-«»«+i| ^ 2n + 1 "^ (1 + {da;)»>*"+' 

(52) 1 

^ /r2n+l 

= 2n + l *^^' 

Solange demnach x<l, oder^ wenn man jetzt hinterher 
wieder negative Werte von x zulässt, solange 1^1^ 1, sinkt 
\It2n+i\ bei beliebig wachsendem n unter jede Grenze. 

Dass umgekehrt für \x\ > 1 liZan+il über jede Grenze 
hinauswächst; erhellt aus einer Bemerkung; die überhaupt 
bei derartigen Fragen am Platze ist (s. S. 271); da: 



06 



«H+1 
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bei wachsendem n unendlich gross wird, so würde die An- 
nahme, dass 722^4-1 nicht ebenfalls unendlich gross würde, 
auf einen Widerspruch stossen. 

Die alternierende Reihe (VI) far arctg^r hat daher für 
\x\ ^ 1 gemäss (52) dasselbe Fehlergesetz, wie eine alter- 
nierende Entwickelung überhaupt, deren Glieder (absolut 
genommen) successive und gegen Null abnehmen. 



Für x^l wird arctga; = — , somit geht aus (VI) im 

Besonderen för — die „Leibnizsche Reihe** hervor: 

4 

4.^ 9+R 7^q 
(53) * d 5 7 y 

7t 

Diese Reihe für — konvergiert offenbar, wie die analoge 

für Z(l +^) (IV), nur sehr langsam. Ahnlich wie dort lassen 
sich aber schneller konvergierende Reihen daraus herleiten, 
wenn man bedenkt, dass sich jeder Arctg als Summe von 
zwei anderen Arctg darstellen lässt, deren einer noch be- 
liebig gewählt werden kann. Da nämlich nach dem Ad- 
ditionstheorem der Trigonometrie für tg (s. diese Sammlung 

Bd. III, § 44) tg(a + ß) = ^_^~^^f^ß , 80 gilt umgekehrt, 
wenn man tga = :z;, tgß = x^ setzt: 

X -\- X'i 

arctg :r + arctg% = arctg . 

X \ X 

Nimmt man jetzt im Besonderen — = 1 , oder, 

1 1 — XX-i 

was dasselbe ist, x^ = - — ; — , so hat man: 

^ 1 + X 

arctg 1 = — = arctg a; + arctg — — — . 
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Wählt man hier x irgendwie zwischen und 1 , so kann 

1 /p 

man auf arctg x und arctg -r-— — die Entwickelung (VT) anwen- 
den. Am einfachsten wird man a;=^, x^ = = — setzen, 

2 ^ 1 + iP 3 

dann gelangt man zu der folgenden Entwickelung für n:*) 

'L=(l4.l\_l(l + l.]+U^ + l\ 

,^^ , 4 12"^ 3/ 3 V28"^3V"^5\26^3V 
(53 a) 

Bricht man hinter dem Gliede mit dem Nenner 2w — 1 
ab, so resultiert ein zu grosser resp. zu kleiner Wert für 

— > je nachdem n ungerade oder gerade ist; der absolute 

Wert des b^;aDgenen Fehlers ist dann 



^2» 






Die Ausrechnung praktischer Beispiele sei dem Leser 
überlassen. 

Auf Grund von (33), (44), (44a) lässt sich auch, da 
arctg o; nebst allen Ableitungen ffir jeden Wert von x stetig 
ist, die Taylorsche Entwickelung für arctg {x + h) hin- 
schreiben: 

arctg {x + h)=^ arctg ic + h • y— — - — h^x{l + x^)-^^ 

JL ^Y" X 

— ^(1 — 3a;«)(H-a;«)-« 
(Via) 3 

+ h*X{l - X^){1 + X^)-* + ... + (- l)n S,n{iC) 



1 ,l_„ /*» . 

♦) Nimmt man x = , also aj = V2 — 1 , so ergiebt sich 

ji 1 -f-aj 

für — die Entwickelung: 
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Bricht man hinter der {v — 1)^^ Potenz von A ab, so 
ergiebt sich für das Bestglied i2„, wenn man in (51a) für x 
gemäss § 19 (la) den Wert x -\- '&h substituiert: 

1^1= V \l + {x + »h^)i 
oder auch: 



(54) 

oder auch: 



<1( ^^ f 




Jedenfalls konvergiert also \Ily\ für wachsendes v, welchen 
Wert X auch habe, gegen Null, sobald |A| < 1 . 

Sei jetzt |ä| > 1 . Sind erstens x und h von gleichem 

V 

1 / Ä^ V 

Vorzeichen, so wird um so mehr \Ily\ <— (- — ; — r) , kon- 

' ' = y VI + x^J 

vergiert also gegen Null, wenn Ä^ < 1 + x^, somit auch für 
alle Werte von h, für die \h\ die positive Quadratwurzel 
aus 1 + x^ nicht überschreitet. Sind dagegen x und h von 
ungleichem Vorzeichen, und seien mit x^y \ die absoluten 
Werte von Xy h bezeichnet, so wird mit Rücksicht auf (54): 






\h4-4 



Man hat offenbar zwei Unterfälle zu unterscheiden, je 

X X 

nachdem t^ < 1 und t^ > 1 ist. 

X 

WennT^<l, so bleibt die Möglichkeit nicht aus- 

geschlossen, dass der unbekannte Wert i?, von dem man 
nur weiss, dass er sich zwischen und 1 befindet, gerade 
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gleich ~ ist; oder, wenn speziell t^ = 1, i? beliebig nahe 
bei 1 liegt. Somit lässt sich in diesem Falle^ sobald \ > 1^ 
kein sicherer Schluss mehr ziehen, dass - — — ; — ; — ^r^-^r- < 1 sei. 

^ 1 + (^ + '»hy = 

Ist dagegen ^> 1, oder was dasselbe besagt, sind x 
und X + h von gleichem Vorzeichen, so nimmt die Funktion 
- — I — - ersichtlich, während die Variable z von x bis x + h 

^ + ^ 1 fx Y 

geht, nur zu. Demnach ist -^+It^ — ^) sicher dann 

1 (x \^ 

nicht kleiner als 1, wenn das nämliche von -y + [^ — 1) 

gilt, d. h. wenn rcj — 2iriÄi + 1 > 0, oder was dasselbe ist, 

wenn h^ < —^ . 

= 2x^ 

Hier ist die Bedingung, dass A^ > 1 seia soll, von selber 
erfüllt, sobald man von dem Spezial&lle Xi ^1 absieht, 
denn man hat 

u X-j^ u X\ 

Also konvergiert dann \B^ auch für alle, die Einheit 
überschreitenden Werte von hy, solange A, nicht grösser ist, 

Damit ist das Ergebnis gewonnen: 

„Der absolute Wert des Restgliedes in der 
Taylorschen Entwickelung(VIa) für arctg(a;+Ä) 
konvergiert bei .beliebig wachsendem n stets 
gegen Null, solange |Ä|<1. 

DieseKonvergenz findet bei gleichnamigen 
Xyh auch noch statt, wenn |%| grösser als 1, aber 

nicht grösser als + Vi + ^^ ist, und bei un- 
gleichnamigen Xy h, aber gleichnamigen 
X, x + h, wenn |Ä| grösser als 1, aber nicht 
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grösser als 1 + ^^ — ^ — ^ ist, wo x^ den ab- 

soluten Wert von x bezeichnet und der 
Spezialfall ic^ = 1 auszuschliessen ist." 

Nunmehr erledigen wir noch die Untersuchung von 
aresin o;, die manche Analogie mit arctga; aufweist. 
Es bezeichne wiederum D^ die v^ Ableitung von: 

7. y = aresin ;r. 

Man erhält durch direktes Ausrechnen: 

A =- (1 - ^^)"S 

D2 = x{l — x^) S 
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(55) Ds^(l + 2x^)(l — x^) S 

D^^{9x + 6x^){l—x^) S 

Dg = (9 + 12 x^ + 24^*) (1 — x^) «. 
Ganz wie bei arctg^z; zeigt man, dass Dy das Produkt 

von (1 — x^) 2 in eine ganze Funktion Zy{x) {v — 1)*®" 
Grades von x ist, die bei geradem v = 2n das Produkt 
aus X und einer ganzen Funktion tpni^^) von x^ ist, bei 
ungeradem r = 2w+l selbst eine ganze Funktion (Ph{x^) 
von x^: 



(56) 



-^2« + l= 4^5i;^2n4-l(^)=^ 4M^ yn(a?^); 

(1— a:2) 2 (1—^^) ^ 

(1— a;2) 2 (1—^2) ^ 

Um die Zähler Z in (56) zu ermitteln, versuche man, 
analog wie bei arctgo;, zunächst eine Bekursionsformel 
zwischen mehreren konsekutiven D abzuleiten. 

Aus Dl — -r=== , oder, was dasselbe ist, aus 



yr= 



X 
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2)i(l — x^)=^l folgt durch wiederholte Diflferentiation: 
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(57) 



— BiX + Btil — a;«) = 0, 

— IDi — SDja; + Dg(l — a;») = 0, 

— 4Dij — bBgX + D4 (1 — ajä) = 0, 
l — 9Dj — iD^x + 1)5(1 — a;«) = 0, . . . 



Durch unvollständige Induktion gelangt man so zu der 
Rekursionsformel : 

(58) — «2 2).. — (2n + l)D„+,x + D^+^il — a;«) = . 

Um sie allgemein zu beweisen, nehme man ihre Gültigkeit 
bis zu einem gewissen n an, dann ergiebt eine nochmalige 
Differentiation : 



(59) 



w2 Dn+i — (2n + l)Dn+i — {2n + l)Dn+2X 



(59a) 



— 2Dn+2X + Dn+B(l — X^) ^ , 

oder, durch Zusammenfassung: 

— {n + lyDn+i - (2w + 3)xDn+2 

+ D„+8(l-rr2)«0, 

d. i. aber die Formel (58) für den Index n + 1 statt n. 
Führt man jetzt in die Rekursionsformel (58) den An- 

satz (56): Dy^Zy{l — x'^) * ein, so erhalt man die 
entsprechende Rekursionsformel für die Z: 

(60) »2(1 _ oC^)Z„ + (2W + 1)XZ„^, = Zn + 2, 

also speziell für x ==^0: 

(61) Zn+2{0) = n^Zn{0). 

Andererseits liefert einmalige Differentiation von: 

2n+l 

Dn+t = Z„+,(l — x^) * : 

(62) ««+» 
= {Zn+i{2n+l)x + {l-x^)Z;,^,}{l—x^) » 
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somit: 

(63) (1 - x^)Z:,+i + (2n + l)xZ^^, ^ -Z^+a . 

Subtrahiert man (63) von (60), so kommt als Kekur- 
sionsformel zwischen ZnJ^i und Zn'- 

(64) Z;;+i = n2Z„, 

also wiederum speziell für x = 0: 

(64a) Z:,+,(0)^n^Zn(0). 

Auf Grund der Formeln (61), (64), (64a) und des An- 
satzes (56) lässt sieh der explizite Ausdruck für die ganze 

Funktion Z^n-\-i[x) = (pn{x^) resp. Z2n{x) = x%pn(^^) kon- 
struieren. 

Mit Rücksicht auf die zur Ermittelung der Koeffizienten 
gemäss (64a) erforderlichen Differentiationen stelle man 
^2«+i(^) in der Gestalt auf: 

Zan+i(rt^) = ao + grr2 + J^ + ...+-^^2. + ... 

(65) ^' ^- ^^^^' 

Zunächst liefert die wiederholte Anwendung von (61) 
für das freie Glied «o =^2n+i(0) von (65): 

(66) «0 « ^2n+l(0) « 12 . 3« . 5« . . . . (2w — 1)2 . 

Der nächstfolgende Koeffizient % ist Z2«4.i(0). Nach 
(64) wird: 

Zr„+i == (2^)2^2^ = (2w)2(2w - l)2Z2n-l, 

mithin nach (61): 

Ol = ^,"„+i(0) = (2«)«{2n - l)*:Z,„_i(0) 

= {2n)«[l« . 3« • 5« . . . . (2n — 1)«] . 

Analog resultiert far den Koeffizienten Ui = Z^n+iifÜ) 
in (65): 
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(68) ai = (2n)2(2w — 2)K . . [2w — 2(i — l)f 

X 12-32. 5« -...(2^—1)2. 

Demnach erhält man nach Division mit dem allen 
Koeffizienten a in (65) gemeinsamen Faktor 1* • 3* • 5^ • . . . 
(2n — 1)* för den Zähler Z2n-{-i{oc) von D2n+i (56): 
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(69) 



P-3».5«-...(2»— 1)2 -"'"-t-^^"' - ' 2! 

+ 7t(2«)''(2« — 2)2 + ^(2nf{2n—2f{2n — i) 

4 • O • 

+ -.. + 7Äi(2n)2(2n— 2)2(2n— 4)«...(2«— 2*+2)»+... 

WO die ganze Punktion 2^*^"^ Grades in x rechterhand der 
Kürze halber mit S2n+i(^) bezeichnet ist. 

Der entsprechende Ausdruck för Z2n(^)} den Zähler 
von Din (56) geht aus (69) durch einmalige DiflFerentiation 
mit Berücksichtigung von (64) hervor: 

^2«(^) =Äa„(^) = ^ + S(2n-2)2 



(69a) 



12.32-52-...(2n— 1)« "' ' ' 3! 

+ |^(2«-2)2(2w-4)* + ... 

+ P^j^ (2n - 2)2(2» - 4)2 ... (2n - 2i)2 + .. . 

+ (2^^ (2« - 2)2 (2« - 4)2 . . . 22, 

WO die rechts stehende ganze Funktion (2w — 1)^^ Grades 
in X mit 82 n{^) bezeichnet ist. 
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Damit ist das Ergebnis abgeleitet: 

„Die v^ Ableitung von aresin x ist ein 

Bruch, dessen Nenner die (positive) ^^ — - — - 

Potenz von (1 — x^) ist, während der Zähler 
^v^} jenachdem v ungerade oder gerade ist, 
durch (69) resp. (69a) dargestellt wird.*^ 

Da demnach die v^ Ableitung von aresin o;, wie auch 
aresin ^ selbst, für alle Werte von x^ deren absoluter Be- 
trag kleiner als die Einheit ist, stetig ist, ist die Voraus- 
setzung der Entwickelbarkeit von aresin 2; in die Madau- 
rinsche Reihe § 19, (II)) erfilllt und man hat auf Grund von 
(69), (69a): 

arcsinrr = :r+|^ + |-j32 + |^32.5«+|-'32.53.72 + ... 

+ ^2n-\)\ 3' • 5' • 7^ • • • • (2n - 3)» + i22n+i 

(VII) _ x^ \ x^ 1-3 a;7 1.3>5 , 

~^+ 3 '2 + 5" •2T4+y •2.4.6 + --- 

^2H^ 1 . 3 . 5 > . . . (2i — 1) 
^2i+l ' 2 .4.6.... 2i '^•" 



x'^^-^ 1 »3>5>...(2n — 3) 
2w — 1 2.4. 6 •...(2w — 2) 



+ TTZ T 7^ — -Ä — :; 7?r: ?:T + -"2n-hi, 



wo das Restglied nach § 19 (II) resp. (IIa) zu unter- 
suchen ist. 

Zu dem Behuf wird man, ähnlich wie bei arctg^, die 

rechte Seite von (69), iS2n4-i(^)> niit dem Nenner (1 — x^) ^ 
vonDan+i (56) vergleichen; da aber 1 — x^ = {l — x){l+x)f 
und in (69) nur positive Glieder auftreten, wird man viel- 
mehr 82n+i(^) niit einer Potenz von {1 + x) vergleichen. 
Denn da aresin ( — x) = aresin rr, so darf man sich von vorn- 
herein auf positive x beschränken. 

Nun bestehen für die Koeffizienten der einzelnen 



j 
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Potenzen von x* in 8in+i(3>) (69) offenbar die Ungleich- 
heiten: 

(2«)«<(2n + l)2n, 

(2n)»(2n — 2)» < (2« + l)2n(2n — 1)(2« — 2), 

(2»)«(2n — 2)» (2» — 4)« 
(70) 

< (2« + l)2w(2w — 1)(2» — 2)(2n — 3)(2n — 4), . . ., 

(2n)«(2» — 2)>(2n — 4)» . . . (2n — 2i)» 

<(2n4-l)2n(2«— lX2n— 2)...(2»— 2t+lX2«— 2»). 

Hieraus flieset für Ztn+i(x) die Ungleichheit: 

(71) liT3FTfe|^ZrT)i = ^-+^(-)<l+-H2n + ^ 

+ a;*(2n + l)« + ... + a;»»(2n+l)«„, 

also a fortiori, wenn x einen beliebigen positiven Wert bedeutet: 

8tn+iix)<l+x{2n+l\ + x^2n + l\+x*{2n + l)s 

(72) +... + a;««(2n + l)j„ + ««"+» 
i. e. <(1 +«)«"+!. 

Wendet man (72) unter Berücksichtigung von (56) 
auf das Restglied l{2n-|-i von (VII) in der Lagrangeschen 
Form (§ 19, (H)) an: 

^"+^° (2n+l)' i«±I (^<»^<1)> 

<1 — {&xy) « 
so wird: 

1.3.5...(2n-l) _J_ (iL±Ml^a . ^ J 

(73) i«+i 



<2^^'(l + *-)^-(i^) 



2 



+ 
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Das lehrt^ ähnlich wie beim Logarithmus und der Po- 
tenz^ dass zwar för ein positives ^ < ^^^ Bruch 



X 



•»x 



1-* 

X 



sicher < 1 , für a: = — sicher < 1, also Um 122n+i = 0, dass 

dagegen für ein . zischen ^ und 1 dieser Schluss versagt 

Indem man daher wiederum die Cauchysche Form des 
Restgliedes (§ 19^ (IIa)) zu Hilfe nimmt findet man: 

(74) 



< 



a;(l + ■&x) / l — j» \«" 
yi — {^xy 



1 

\.x 



■» 



Ist jetzt X positiv und < 1, also, wenn s irgend eine 
beliebig, aber fest unterhalb der Einheit gewählte positive 
Grösse bedeutet, ^ a; < c , so sind , da 1 + i? a; < 2 , 

1 — ■& 
1 — (da;)* > 1 — e* , ^ ^ e, um so mehr: 



c 



(75) 



■Ban+i < 



yr^ 



2 



«an 



also lim JBan-f i = . 

Diese Fehlerregel lässt sich wiederum bei Berück- 
sichtigung der weiter folgenden Glieder vereinfachen. Da 
für limp = oo lim B2(it+|»)+i = 0, so wird 

«j-aw-fi -»«»»H-i 1 

■B««+i < THTT^ (1 + a;» + a;« + . . .) < 



2n + l 
also für x<.e: 



2n + l 1— a?»' 



(75a) 



-B2M + I < 



£ 



,2H+1 



2n + 1 ' 1 — £» • 
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Berücksichtigt man hinterher auch negative x^ so gilt 
demnach : 

,,Das Restglied der Maclanrinschen Ent- 
wickelung (Vil) für aresin x konvergiert bei 
wachsendem n gegen Null^ so lange sich der 
absolute Wert von x unterhalb der Einheit 
befindet^ d. h. also, so lange überhaupt die 
Vorbedingungen für die Entwickelbarkeit 
von aresin o; erfüllt sind." 

Setzt man im besonderen in (VII) fiir x den Wert ^, so 

n 1 
wirdy da (siehe diese Sammlung Bd. III, § 11) sin ^ = — , 

\ n n o 2 

arosin— »— ^ und es entsteht für ^ die Entwicklung : 

^""^ 6 2 "^ 3.28"2 "^ 5.2ß'2.4 "^ 7.27"2.4.6"^"" 

, .1 l-3>5...(2n-3) 

"^(2n — 1)22-- i*2.4.6...2n — 2 ^"^*»+i> 

wo iZgn-fi gemäss (75a) (d. h. für « = ö) 

1 14,. 1 1 

< -^ TT • ^o^ . . • ;r d. L < 



2n+l 22-+1 3 • ^3(2n+l) 22«-i* 

Die Ausrechnung numerischer Beispiele sei dem Leser 
überlassen. 

Mit Hilfe von (69), (69a) und (74) lasst sich auch so- 
fort die Taylorsche Beihe für aresin (o; + A) aufstellen und 
deren Bestglied diskutieren. Offenbar müssen die beiden 
Argumente x und x-^-li innerhalb des Intervalles ( — 1 . . . + 1) 
— mit Ausschluss der Endwerte — liegen. Nach § 19(1) kommt : 

h^ A'l 

arosin (äj+ä) == arc8ina: + äSj (a?) + -^B^(^-\- ^«^sC^) 

(VIü) '* 2 5 2-4 

^Ä« 1.3.5 o, -^ 

20» 
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Bricht man hinter der {2fi)^^ Potenz von A ab, so 
wird das Bestglied iZan+i: 

4«t-fl 



yi — (as + dA)» 



1=1^-* 



Da 1 -- rz; steta positiv ist| so mossi wenn wieder \h\ 

mit %| bezeichnet wird^ falls B^n+i gegen Null konvergieren 

1 /p 

soll, — T — >1 ie. a? + Ä, <1 sein. 

Zu demselben Ergebnis würde man gelangen beim Ab- 
brechen hinter der (2n — 1)*®" Potenz von ä. Denn man 
beweist ganz wie bei der Herieitung der Ungleichung (72), 
dass für irgend ein positives xi 

Auf die den Reihen (I), (U), (VI), (VII) für sin a?, 
cosrr, arctg^, aresin ^ parallel laufenden Entwickelungen 
för die sogenannten „hyperbolischen Funktionen und deren 
Umkehrungen'^ soll in der Integralrechnung bei Gelegenheit 
der zugehörigen Integrale eingegangen werden. 

§ 21. Die Taylorsehe und Maelanrinsehe Beikea- 
entwlekelnng für Fanktionen mehrerer Tariabeln. 

Die in § 19 dargelegte Methode, eine Funktion f{X'+h) 
resp. f(x) nach aufsteigenden Potenzen von h resp. x zu ent- 
wickeln, liest sich auf Funktionen mehrerer Variabein aus- 
dehnen. 

Es wird im wesentlichen genügen, Fanktionen f(x, y) 
zweier Variabein x, y ia Betracht zu ziehen; den letzteren 
mögen die Inkremente A, k erteüt werden. 

Behufs £ntwickelung von f(x + ä, y + Aj) nach Potenzen 
von A, Je liegt es nahe, das in § 7 für ganze Funkti<men 
f(Xf y) eingeschlagene Verfahren, das zur binomischen Ent- 
wickelung (H) (8. 71) derselben führte, zu befolgen. 
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Man wird demnach ztferst f(x + h, y + h) — als 
Punktion von x -\-h allein betrachtet — gemäss § 19 (la) 
(S. 254) nach Potenzen von h entwickeln, sodann die als 
Faktoren der Potenzen von h aufta^tenden^ bezüglich x ge- 
nommenen partiellen Ableitungen (s. 8. 159) von f — als 
Funktionen von y + h allein aufgefasst — ihrerseits, wiederum 
gemäss § 19 (la), nach Potenzen von k, und schliesslich die 

jeweils zu irgend einem Potenzprodukt he Je" (S = o! i,' 2', 1". !) 
gehörigen KoefBzienten vereinigen. 

Ebensogut könnte man aber auch den angegebenen 
Prozess derart umkehren, dass erst nach f^otenzen von k 
entwickelt wird, und dann die auftretenden Faktoren nach 
Potenzen von h. 

Als erste Frage wird sich erheben, ob diese beiden 
Prozesse nicht zu Entwickelungen fuhren, die, abgesehen von 
den bezüglichen Restgliederu,*) voneinander verschieden aus- 
fallen? 

Die partiellen Ableitungen von f(Xf y) mögen der 
Kürze halber, wie in § 7, durch Indizes ausgedrückt werden, 
wobei vorderhand genau auf die Reihenfolge der einzelnen 
Differentiationsoperationen zu achten ist: 



{K^f ^f-f.^fi-f ^ft-f ^h^f ^f^^f 

iif 3T7"~/2> TZ — Inf 3T7 — /l2> 3^ — /ai> 3T7 — /! 



(1) 



29^ 



dx '^'dy '^' dx '^^' dy '^^' dx '^^' dy 

Sx ~'*^'' Ty"'^^^' dx ~'2»i* ~dj~'^^^' ^^'' 



die nach erfolgter Differentiation einzusetzenden Argumente 
werden in Klammern hinzugefugt werden. 

Dann liefert die Ausführung des erstgenannten Prozesses, 
wenn man sich zunächst mit den Gliedern bis zur zweiten 
Dimension inkl. in A, Ä; begnügt, schrittweise: 



*) Wir beschränken uns in diesem Paragraphen auf die Be- 
nutzung des Lagrangeschen Eestgliedes (§19 (la)); die des Can* 
chyschen Restgliedes (§19 (la/, S. 258) würde in analoger Weise vor 
sich gehen. 



(2) 
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fix + Ä, y + 'k) = f{x, y + *) + hf^{x, y + A) 

+ 2]/ii(^> y + *) + -.. 
f{xy y + t) = f{Xy y) + M^i^y y) + 2!^m(^' y) + • • • 
f^{x, y + t) « /i(a;, y) + hf^^{x, y) + . . . 

Ai(«> y + *) = Ai(^> y) + . . • 

Somit eigiebt die EinsetzuDg der rechten Seiten von 

fi^y y + *)> /i(^i y + *)* /ii(^> y + J) in die rechte Seite 
von f{x + Ä, y + h)f wenn man noch die Glieder gleicher 
Dimension in &, Ä; (s. S. 72) zusammenfasst: 

fix + Ä, y + Tc)^f{xy y) + {hf^ix, y) + */,(a;, y)> 

^^^ + |i<*'/ii (^, y) + 2Ä*/i,(^, y) + *«/;, (^, y)> + . . . 

Andererseits liefert in analoger Weise der zweite 
Prozess : 

f{x + Ä, y + jfe) = fix, y) + {Ä/i(iC, y) + */3(a;, y)> 
C4'i 1 

+ 21^*'^^^ (""^ ^^ + ^**^*^ (^» y) + *'^22 (^> y)> + . • . 

Die Vergleichone der rechten Seiten von (3), (4) lehrt, 
dass das Anfangsglied fix^ y)y wie die Glieder erster Di- 
mension hfiix, y) + M%{Xj y)y beidemal übereinstimmen, 
dass dagegen die Aj^regate der Glieder zweiter Dimension 
insofern eine Verschiedenheit aufweisen^ als das mittlere 
Glied in (3) den Wert hkf^^ix, y), in (4) den Wert 
hkf^iix, y) besitzt. 

Indessen lässt sich mit Rücksicht auf den Satz des 
§ 7 (8. 70), wonach bei ganzen Funktionen /i, ix, y) = f^^ ix, y) 
war, erwarten, dass die fragliche Verschiedenheit nur eine 
formale, d. h. dass allgemein für Funktionen fix, y) zweier 
Variabein f^^ = f^^ sein wird. 

In der That, denkt man sich die rechten Seiten von 
(3), (4) jeweils durch das — vermöge Zusammenfassung der 
einzelnen, in (2) resp. in den, beim zweiten Prozesse parallel 
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laufenden Entwickelungen auftretenden Lagrangeschen Rest- 
gliedern entstehende — Restglied dritter Dimension üg 
resp. Pg abgeschlossen^ so ergiebt sich durch Subtraktion 
die für alle Werte x, y, h, Je innerhalb eines gewissen 
Intervalles (s. unten) gültige Identität: 

(5) </i«(^, y) - /2i(^, y)} + ^(Rs-Ps) = o. 

Nimmt man hier im besonderen etwa h gleich k, so 

wird das Glied ^|;- (iJg — Pg) in (5) das Produkt aus h 

in einen för alle in Betracht kommenden Werte von x^ y, h 
endlich bleibenden Faktor. Lasst man daher die Grösse h 
gegen Null konvergieren, so folgt aus (5): 

(6) YisC^; y)=/ii(^. y)' 

Dies findet nach Massgabe der in § 19 für Funktionen 
einer Variabein fonnulierten Entwickelbarkeitsbedingungen 
jedenfalls dann statt, wenn f(Xf y) nebst den partiellen Ab- 
leitungen bis zu den dritten inkl. in der „Umgebung^* der 
„Stelle" {x, y) — d. h. för Werte der Variabein, die von 
X, y beliebig wenig abweichen — eindeutig bestimmt und 
stetig sind. 

Hierbei ist die in § 8 (S. 76) för ganze Funktionen 
f(Xy y) nachgewiesene „Stetigkeit" für beliebige Funktionen 
f{Xy y) als Definition festzusetzen: 

„Eine Funktion f{x, y) zweier Variabein 
heisst stelig an einer Stelle Xy y, wenn sich 
die absoluten Werte zweier Inkremente e, rj 
stets so klein annehmen lassen, dass der 
absolute Wert der Differenz f{x-\-e, y + tj) 
— fi^f y) unter eine beliebig klein vor- 
gegebene positive Grösse heruntergedrückt 
werden kann.** 

Hieraus ist ohne weiteres zu entnehmen, was unter 
der Stetigkeit einer Funktion f{Xy y) in einem ganzen 
,Jntervalle" (x . . , x-\-h] y . . . y + Jk) zu verstehen ist, 
wie auch die Erweiterung des Stetigkeitsbegriffes auf Funk- 
tionen von mehr als zwei Variabein. 
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Ao8 dem Satze (6) lässt sich weiterhin folgern , dass 
auch bei allen höheren partiellen Ableitungen von f{Xj y) 
die Reihenfolge der Differentiationen gleichgültig ist. 

Im nächst höheren Falle ergiebt die Ableitung der 
Identität (6) nach x resp. y: fi^^ ^/in» /122 =/2i2> anderer- 
seits die Anwendung von (6) auf die Funktionen f-^ resp. /, : 

/112 = finj /212 = /aai* ^^^^ ««ch: 

( « ) /112 == /121 = /211 y /122 "^ /212 ~ /221 • 

Zum Zwecke des allgemeinen Beweises fasse man die 
Reihenfolge der Indizes 1, 2 bei irgend einer n*®" partiellen 
Ableitung von f als eine Permutation von n Elementen auf; 
da (s. diese Sammlung Bd. VI, § 40) alle Permutationen 
von n Elementen durch successive Vertauschung je zweier 
Elemente aus einer einzigen, ersten Permutation abgeleitet 
werden können, so erkennt man, auf Grund wiederholter 
Anwendung von (6), dass bei irgend einer partiellen Ab- 
leitung von f(x, y) die Reihenfolge der Differentiationen auf 
das Resultat ohne Einfluss ist. Und da sich die nämliche 
Überlegung ohne weiteres auf Funktionen von mehr als 
zwei Variabehi übertragen lässt, so gut allgemein : 

(I.) „Irgend eine n*® partielle Ableitung 
einer Funktion f{x, y, z, . , .) von mehreren 
Variabein a;, y, ;?, . . . hat denselben Wert, 
in welcher Reihenfolge man auch die ein- 
zelnen Differentiationsprozesse ausführen 
möge. Hierbei wird vorausgesetzt, dass 
alle partiellen Ableitungen von /*, bis zu den 
(n + 1)*®° inkl., an der Stelle (a?, y, ^, . . .) 
eindeutig bestimmt und stetig sind.'' 

Man ist daher berechtigt, sich der kürzeren — von (1) 
abweichenden — Schreibweise zu bedienen: 






fi^y y) f (X y)^f /^ = 0,1,2,... 



(^Wn+p^, X |m = 0,l,2, ... 

(f -r -^^n^> y, ^)^f Jx,y,is) = f^ „ J w =- 0, 1, 2, . . . 

yp — "> i> ^> • • • 

U. 8. W,, 
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um auszudrücken^ dass f{x, y) w-mal nach Xy w-mal nach y 
differenziert ist, entsprechend f{x, y, z) m-mal nach x, 
n-mal nach y, jp-mal nach ^ u. s. w. Ist im besonderen 
irgend ein Index gleich Null, so besagt das, dass nach der 
bezüglichen Variabein überhaupt nicht differaaziert ist. In- 
dessen pflegt man die ersten partiellen Ableitungen von 
f(Xy y, s) nach resp. x, y, 0, . . , bequemer (wie in {!)) mit 
/i> ^8 >/»>•• • 2^ bezeichnen. 

Nunmehr kehren wir zu der Entwickelung (3) resp. (4) 
zurück. 

Dann führt auf Grund von (I) und nach dem 
Vorbilde der Entwickelung des § 7 (8. 71), die Ver- 
einigung der Glieder gleicher Dimension in Ä, Je zu 
der Taylorschen Reihenentwickelung für Funktionen 
f{x, y) zweier Variabein: 

f(x + h, y + h)^f+{hf,+JcQ 

+ (W - l)2Ä~-8*Yi.-8,2 + ... + ***- Yo,n-l> + Bn, 

WO. rechterhand bei den partiellen Ab- 
leitungen von /"die Eintragung der Variabeln- 
werte x, y der Kürze halber unterdrückt ist, 
wo unter v der r** Binomialkoeffizient von i 
zu verstehen ist; endlich das Restglied i2n als 
durch Zusammenfassung der einzelnen Rest- 
glieder in (3) resp. (4) entstanden zu denken ist. 
Hierbei wird gemäss § 19 (II) voraus- 
gesetzt, dass die Funktion f nebst ihren 
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partiellen Ableitungen, bis zu den n*^ inkl., 
im ganzen Intervalle {x . . . x + h; y . . .y + Je) 
überall eindeutig bestimmt und stetig ist. 
Aus (II) geht die Maclaurinsche Entwickelung 
von f{Xy y) nach Potenzen von Xy y hervor, 
wenn man rechterhand die Grossen A, h] x, y 
durch resp. Xy y; 0, ersetzt, vorausgesetzt, 
dass die angegebenen Entwickelbarkeits- 
bedingungen jetzt für das Intervall (0 . . . x; 
. . . y) erfüllt sind." 

Das Lagrangesche Restglied i2» in (II) würde bei der 
bisher befolgten Methode in einer wenig übersichtlichen 
Form auftreten. Eine einfachere Gestalt des Bestgliedes, 
und überdies eine zweite, durchsichtigere Herleitung von (II) 
lässt sich erzielen, wenn man eine Hilf s variable t einführt, 
und damit direkt auf die Maclaurinsche Entwickelung (11) 
des § 19 zurückgreift. Man bilde zu dem Behuf die Funk- 
tion q>{t) einer Variabein t: 

(9) q){{)=^f(x + ht, y + kt)^f(u, v); u=^x + ht, v = y + ki, 

entwickele dieselbe — bei festgehalten gedachten x, y;h,k — 
nach § 19 (II) nach Potenzen von t, und lege hinterher 
der Grosse i den speziellen Wert ^ = 1 bei. 

Werden die totalen Differentiationen von q? nach t, wie 
früher, mit Accenten bezeichnet, so kommt zuvörderst: 

(p(f)^f{x + ht,y + kt)=^f(x,y) + t(p'(0) + ^y'{0) + ... 

(10) +1^^(0(0) + . . . + Jlll^yn^i)(0) + ^y-^m, 

0<*<1. 

Die Ausführung der in Rede stehenden Differentiationen 
nach t — wenn man noch hinterher die Grösse t durch den 
Wert resp. im Restgliede durch den Wert &t ersetzt — 
liefert mit Benutzung der Regel (IV a) des § 13 (8. 164), 
da hier im besonderen 

(11) w'=«Ä, v'^k 

ausfallt: 
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<p' (0) =hfi +kf„ 

V" (0) - h'U, + 2hkf,, i + *»/o,., 



(12) 



^(0 (0) = Ä'/,. , + »lÄ'-i*/,,,, 1 +»2*'-»*«/*-,, 2+.. 



+ nih»-'kfn-i, 1 (X + hm, tf + k&{) + ... 
+ MiÄAf-i/l,»-! (« + M<, y + MQ 

WO wiederum in den ersten n — 1 rechten Seiten bei den partiellen 
Ableitungen von / die Variabeinwerte x, y einzutragen sind. 
Setzt man diese Werte (12) in (10) ein, und 
nimmt hinterher ^ = 1, so resultiert abermals — 
unter den nämlichen Entwickelbarkeitsbedingungen 
wie dort — die Taylorsche Entwickelung (II), während 
das Lagrangesche Restglied i2n nunmehr die Gestalt 
gewinnt: 

l^-^i^^'fnA^ + ^^y y + **) 

+ w,Ä— «*Yn-«,2(^ + Ä*, y + M) + ... 

+ *"/o,„(^ + Ä*, y + M). 
Offenbar bietet es keine Schwierigkeit , und sei daher 
dem Leser überlassen, das soeben befolgte Yerfiüiren und 
damit die Taylorsche (resp. Maclaurinsche) Keihenentwickelung 
auf Funktionen von mehr als zwei Variabein zu übertragen. 
Man nennt das Aggregat der Glieder erster Dimension in (II): 

(13) hU{x,y) + kf,{x,y), 

falls die absoluten Werte von h, k unter gewissen, beliebig 
klein anzunehmenden (positiven) Grenzen bleiben, das totale 
Differential*) der Funktion f{x, y), und entsprechend 
für Funktionen von mehr als zwei Variabein. 

Von den Reihenentwickelungen (II, IIa) lassen sich 
analoge Anwendungen machen, wie in §§ 19, 20 von den 
entsprechenden Entwickelungen für Funktionen einer Variabein. 
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Insbesondere ]ässt sich hierauf die Theorie der Maxima 
und Minima von Funktionen mehrerer Variabein gründen. 
Soll f(x, y, . . ,) an der Stelle (x, y, . . .) einen extremen 
Wert besitzen, d. h. grösser resp. kleiner sein ab alle 
Wette der Funktion innerhalb einer hinreichend kleinen 
Umgebung von (x, y, . . .), so erweist sich, wie man un- 
mittelbar aus (II), (IIa) herleitet, dazu als notwendig, dass alle 
ersten partiellen Ableitungen von f an der Stelle (ir, y, . . .) 
verschwinden. 

Die nähere Untersuchung, welches die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen für ein Maximum resp. ein 
Minimum von / sind, hängt von dem Verhalten der Aggregate 
zweiter, eventl. höherer Dimension in (II) ab, und soll ihrer 
Schwierigkeit halber hier nicht weiter verfolgt werden. 



Kapitel IH. 

Konvergenz und Divergena unendlicher 
Reihen und Produkte. 

§ 22. Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen. 

Die Taylorsche und Maclaurinsche Entwickelung (§§ 19, 
20, 21) fahrten zu beliebig weit fortsetzbaren Dar- 
stellungsreihen für Funktionen. Diese Reihen hatten aber 
wesentlich den Charakter endlicher Reihen, d. h. brach 
man die Entwickelung an irgend einer Stelle ab, so wurde 
der Rest oder Fehler durch das (Lagrangesche oder Cauchysche) 
Restglied repräsentiert; je nachdem das letztere den Grenzwert 
resp. oo besass, war die Entwickelung selbst eine kon- 
vergente resp. divergente. Indessen zeigten verschiedene 
FäUe (§ 20, S. 266, 267, 271, 296), wie die Kenntnis des 
Restgliedes durch das Gesetz der unbegrenzt fortsetzbaren 
Reihe selbst entbehrlich wurde. 

Analog traten in § 5, (S. 48); § 20, (8. 282 flg.) zwei 
Beispiele für beliebig fortsetzbare Produkte auf, deren Kon- 



*) Die Wichtigkeit dieses Begriffes wird erst in der Integral- 
rechnnng hervortreten. Übrigens ist es für eine Reihe von Eigen- 
schaften des totalen Differentiales gleichgültig, welche Werte die 
Grössen hy k besitzen. 



j 
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vergenz (tesp. Diveigenz) aus der Natur des darzustellenden 

(sin X \ 
, m„l erschliessbar war. 

Der Fortschritt der Analysis erfordert aber, dass nicht 
nur mathematische Ausdrücke resp. Funktionen in Reihen 
entwickelt werden, sondern dass umgekehrt „unendliche '^ 
Reihen oder Produkte, d. s. solche, die nach irgend einem 
vorgegebenen Gesetz unbegrenzt fortsetzbar sind, bestimmte 
matheniatische Ausdrücke resp. Funktionen definieren, und 
so im besonderen zur Aufstellung neuer Gebilde jener Art 
Veranlassung geben.*) 

Obschon in unserer „Differential- und Integralrechnung** 
von der in Rede stehenden Umkehrung nur ein beschränkter 
Gebrauch gemacht werde« soll, so wuxl es sich doch em- 
pfehlen, behufs Einföhrung in die gemeinte Theorie die ein- 
fachsten Regeln für die Konvergenz (resp. Divergenz) unend- 
licher Reihen und Produkte und für die dadurch gewonnenen 
Grenzwerte aufznsteUen. 

Unendliche Reihen mit positiven Gliedern. 

Für die Theorie der unendlichen Reihen sind grund- 
legend die, die nur positive Glieder aufweisen. 

Es sei ein, nach irgend einem vorgegebenen Gesetze 
beliebig fortsetzbarer Komplex positiver Grossen u voi^elegt: 

Es wird gefragt, ob und wann mit der unendlichen Reihe 

/2\ Wo+Wi + t«2+ ••• +Mw_i + f<»» + W»-f.i+ ... 

+ tln + p — 1 + M»-|-p + W»«-f.p + i + ... 

nach den för endliche Summen gültigen Gesetzen der Arith- 
metik geredmet werden darf. 

Die Summe der ersten n Glieder in (2) sei mit s^ be- 
zeichnet: 

(3) 5« = Wo + «*l + ««2+ ••• +Wn-U 

die Summe der darauf folgenden p Glieder, d. i. Sn+p — s^^ 
mit -Kn^p: 

(4) Jti,p=Ä|i+p — S» = Wn + Wn + l + ••• +«*n+p-i. 

*) Diee zeigt tich inebesondere bei Binfülinmg komplexer 
Yariabeln, worauf in der Integralreohniing eingegangen werden wird« 
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(A.) ^^Dann heisst die Reihe der u (2) hm- 
vergenty wenn n stets so hoch gewählt werden 
kann^ dass Rn,p — gleichgültig, wie gross 
man p auch nehmen möge*) — unter eine 
vorgegebene, beliebig kleine (positive) 
Grösse ri heruntergedrückt werden kann: 

(5) Bh,i, < r, 

andernfalls heisst die Beihe der u divergent.^^ 

Im Falle der Konvergenz sagt man, dass die Reihe 
der u einen bestimmten endlichen Grenzwert 8 („Summe^') 
besitze, in Zeichen: 

(6) 8 = lim s„ = lim 5„ . 



ns=co 



Dass in der That mit derartigen Grenzwerten — die 
man sich, statt durch (2), auch durch die Anordnung der 

Summen s^ = Uq) ^i^ ^2^ • • v ^n^ ^m+i^ * - - repräsentiert denken 
mag — auch bei geeigneter Verallgemeinerung des BegrifiFes, 
nach den gewohnKchen Regeln der Arithmetik gerechnet 
werden kann, lehrt folgende Betrachtung, die eine Nach- 
bildung des in § 13 bei der Anwendung der vier Spezies 
auf Differenzen- und Differentialquotienten befolgten Ge- 
dankenganges ist. 

Es werden hierbei aus der Arithmetik nur die rationalen 
Zahlen (Brüche ganzer Zahlen) und das Rechnen mit ihnen 
als bekannt vorausgesetzt. Durch ein Gesetz sei eine be- 
liebig fortsetzbare (oder unendliche) Anordnung: 

(7) Äq, d^y ..., On^ •••? ^n-\-p9 ••• 

von positiven oder negativen **) Brüchen fesigelegt, mit der 
Eigenschaft, dass bei genügend grossem n und beliebigem p 

*) In diesem Sinne nennt man anch R kons den itRest** oder 
den „Fehler" der Reihe. 

**) Ist die Bedingung (8) erfüllt, so können — mit Ausnahme 
des FaUes, wo lim (it^ = — von einer gewissen Stelle an die Glieder in 

(7) nur noch gleichnamig sein. Denn da lim a^ 4= ^ • ^^ ViAvi sioh n 
so hoch annehmen, dass von der n^^^ Stelle an ja^j > wird; wftren 
dann a^ und a^j.p angleichnamig, so würde 10^+0 — ^nl ^^' ^^' 
faUen, entgegen (8> 
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(8) K+p — a«| < £ 

ist^ wo e einen beliebig klein annehmbaren positiven Bruch 
bedeutet Eine derartige Anordnung (7) heisst nach G. Cantor 
eine ^^Fundamentalreihe^^*), und man bedient sich des 
Ausdrucks^ dass sie einen ,^6renzwert^^ Ä besitze (oder 
y^gen einen solchen konvergiere^^), in Zeichen: 

(9) J. = liman« 

Die Eigenschaft (8) drückt aus, womit zugleich das Be- 
dürfnis des praktischen**) Rechnens befriedigt wird, dass 
der Wert a» bei genügend grossem n nur beliebig wenig 
geändert wird, wenn er durch irgend ein in (7) später 
folgendes Glied an^p ersetzt wird, oder mit anderen Worten, 
dass der beim Abbrechen hinter On begangene absolute 
„Fehler^^ < e ist. 

Sei analog eine zweite Fundamentalreihe: 

(80 h+p — hn\ < n> 

mit dem Grenzwerte B vorgelegt, so sollen auf A, B die 
vier Spezies in der Art angewandt werden, dass man aus 
(7), (7') vier neue Anordnungen ableitet, deren n*®* Glied 
jeweils resp. die Summe, Differenz, Produkt, Quotient der 
n**»GUeder in (7), (7') ist. 

Es ist dann zu zeigen, dass die neuen Anordnungen 
wiederum Fundamentalreihen sind, und dass deren Grenz- 
werte dieselben arithmetischen Regeln befolgen wie die 
Begriffe „Summe, Differenz, Produkt, Quotient'^ zweier 
rationalen Zahlen. 

Die beiden ersten neuen Anordnungen: 

+ On> • • •> Ö^H-f p "T ^n-f-p» • • • 
• 0,1, . • ., ^4~P ^n-\-pt • • • 



(10) 1^0 + *o^ ^ + ^^ • • •> ^»» 



*) Der FsU der „endlichen'' Fandamentalreihe ist in (7) als 
Spesialfidl enthalten : wenn nftmlich ftlr irgend ein n a^ =|: , 
»n+i = <*n-}-2 = . . == , so iit A = a^. 

**) In der That entspricht die elementare Art, wie mit den 
Nftherongswerten Oq, a^ . . . a^ . . . unendlicher Dezimalbrüche (als Dar- 

•tellang irrationaler Zahlen) gerechnet wird, ganz den Eigenschaften 
der Fimdamentalreihen. 
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sind Fandamentalreihen^ da aus (8), (8') unmittelbar folgt: 

|(a„+p — ftn+p) — (»n— 6«)| <e + iy- 

Demnach werden die Grenzwerte von (10) resp, mit 
Ä + B, A — B bezeichnet. Ist lim (a„ — 6„) == 0, so heissen 
A, B einander gleich: A^B, womit das Mittel derVer- 
gleichung zweier Fundamentalreihen gegeben ist; wenn ^ = 5, 
B = 0, 80 ist auch ,A = C, 

Bildet man drittens die Anordnung der Produkte: 

und führt, wie in § 13, die Differenzen: 

(13) ö^n-l-p — Öt„ = En,p, hn+p &» = -Hn,p 

ein, dann wird: 

/- .N «n-f p6n+p — ö^nft» = («n + ^n,p) (pn + -Sm,p) ^nh» 

= an£^,p + hn^n^p + En^pEtn^p, 

und es folgt gemäss (8)^ (8^, wenn noch die absoluten 
Werte von an, hn mit a^, jffn bezeichnet werden: 

(15) \an+phn^p — anin\<ClnfJ + ßne + Srj, 

d. h. die linke Seite kann bei genügend grossem n beliebig 
klein gemacht werden, oder sie ^^konvergiert zugleich mit e, rj 
gegen NuU/^ 

Endüoh «rgiebt sich mittels (13) für die Anordnung der 
Quotienten: 

«0 ^1 ^» ^n^p 



(16) 



(17) 



(18) 



Oq Ol On 0,1+p 

«w+p _ «»I ^ (fl^n + £!n,p)hn (K + E[n,p)an 

hn'\-p &rt 6«6n^-p 

&n&n + p 



>hH-p 



6n 



i8nfi + a„iy 



ßnßn+p 

Sohliesst man hier den Fall lim ßn = Of d. L B = 0, 
ausdrücklich aus, so lässt sich bei genügend grossem n stets 
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ein fester positiver Bruch C derart angeben, dass ßn, ßH-\-if>) 
ßn-^py ••• grosser als C bleiben; dann geht (18) über in: 



(18a) 



ö^-f-p an 



hn-^p h 



ßne + OnfJ 



so dass wiederum die linke Seite zugleich mit e, tj gegen 
Null konvergiert. 

Demnach sind auch (12), (16) Fimdamentalreihen, und 

ihre Grenzwerte werden als Produkt AB und als Quotient 

A 

-^ eingeführt (wobei nach obigem die Division mit Null 

ausgeschlossen wird). a 

Für diese Vendlgemeinerungen A + B, AB, -^ der 

Begriffe Summe, Differenz, Produkt, Quotient — die im 
speziellen Falle endlicher Fundamentalreihen, wenn von einem 
gewisses n an: 

offenbar mit den entsprechenden gewöhnlichen Begriffen für 
rationale Zahlen zusammenfallen — gelten, wie leicht zu 
zeigen*), die Fundamentalgesetze der Arithmetik (siebe diese 
Sammlung Bd. I, §§ 5—14): 

a) das kommutative Gesetz der Addition: 

A + B = B + A; 
im besonderen ist: 

^ + = + ^ = ^; 

b) das associative**) Gesetz der Addition: 



*) Wegen der näheren Ansf&hmng 8. z. B. R. Lipschitz, 
Lehrbuch der Analysis, I, Bonn 1877, § 16, sowie die kritischen Be- 
merkangen von A. Fringsheim, Jahres - Bericht der deutschen 
Mathematiker-Vereinigung, Bd. VII, 1899, S. 188. 

**) Aus a) und b) folgt das „allgemeine Associationsgesetz der 
Addition'*, dass es bei der Addition von n Gliedern gleichartig ist, 
in welcher Beihenfolge man addiert, und wie man die Ötieder in 
Gruppen zusammenfassen möge. Ganz entsprechend folgt aus c) 
und d) das „allgemeine AssooiationsgesetE der Multiplikation/' 

W. Fr. M e 7 er y Diflerentialreclmiing. 2 1 
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c) das kommutative Gesetz der Multiplikation: 

AB = BA] 

im besonderen ist: 

^.1 = 1 .^ = ^; 

d) das associative*) Gesetz der Multiplikation: 

A{BC) = {AB)C) 

e) das Gesetz fiir das Verschwinden eines Produktes: 
AB verschwindet dann und nur dann, wenn wenig- 
stens einer der beiden Faktoren verschwindet; 

f) das distributive Gesetz für Addition und Multi- 
plikation: 

A{B+C) = AB + AC\ 

g) die Subtraktion resp. Division stellen sich als Um- 
kehrung der Addition resp. Multiplikation dar. 

Alle die genannten Sätze über Fimdamentalreihen bleiben 
erhalten^ wenn nunmehr a„, 6» selbst Grenzwerte solcher 
Beihen sind. 

Auf Grund der Gesetze a) bis g) lässt sich eine voll- 
ständige Theorie der Irrationalzahlen aufbauen. 

Es ist ersichtlich, wie sich unter dem gegenwärtigen 
Gesichtspunkt des Grenzwertes der in § 8 eingeführte 
Begriff der Ableitung einer Funktion f(x) einordnet. Geht 

man vom Differenzenquotienten — ^ ^-^ aus, und 

schaltet zwischen den beiden Endwerten h und eine 
Fundamentalreihe : 

Ä, Äj^, . . ., An, . . ., hnJ^pf • . •} lim An = 

ein (z. B, Än = — 1, so ist auch: 



*) Siehe Aiunerkung **) auf S. 321. 
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f{x + ft) - m f(x+h^)-f{x) 
^^^^ fix + K) - m 

falls in früherem Sinne lim -^ 1 -^ eindeutig be- 

stimmt ist, eine Fundamentalreihe — mit dem Grenzwert 
f (x) — und umgekehrt. 

Bei sämtlichen speziellen^ in den §§ 8 — 12 diflferen- 
zierten Funktionen liess sich die Existenz der Ableitung 
als Grenzwert direkt auf Grund von deren expliziter 
Herstellung ermitteln. 

Nach diesem Exkurse über Grenzwerte im allgemeinen 
kehren wir zu den Reihen (2) mit positiven Gliedern u zurück. 

Ein einfaches, aber grundlegendes Beispiel ist die un- 
endliche geometrische Reihe (s. § 2, S. 11, 12): 

(20) ^+s+9'+'"+r^'+^+-'+sr-^^''+r'^^+"' 

ig positiv), 

_i — er ^—i 



—9 9—i' 
Iin,f = 9'(l + 9 + ^.. + 9'~')='r'jzi^ = r'^, 



9 ?-!' 

Für g<l wird Itn,p< _ ; soll _ und damit 
iZn « unter die beliebig kleine Grosse t) heruntergedrückt 

lg 1 
werden, so bestimmt sich n aus: w> — ^-^-^j — —. Zugleich 

1 ö" ^ . . 

wird Sn = -z T^ , d. h. die Summe einer beliebig 

grossen Anzahl von Gliedern von (20) unterscheidet sich von 

1 
•z um weniger als die beliebig kleine Grösse rj. Ist 

^ ^ 1 , 80 ist die Divergenz von (20) unmittelbar ersichtlich. 
Es gilt also der Satz: 

21* 
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(B.) „Die geometrische Reihe (20) kon- 
vergiert für ji<l, divergiert fürgf>l. Im 
ersteren Falle ist die Summe der Reihe 

«3 . Bricht man hinter dem n^^ Gliede 

^ — 9 
ab, so ist der Rest oder Fehler der Reihe 



< 



i( 



1-9 

Aus der Definition (A.) der Konvergenz und Divergenz 
von Reihen (2) mögen jetzt einige Folgerungen gezogen 
werden. 

Konvergiert die Reihe (2), so ist limtiw = 0. Denn 
andernfalls Hesse sich eine feste, wenn auch noch so kleine 
(positive) Grösse a angeben, sodass, wenigstens von einer 
gewissen Stelle an, stets w» > a wäre. Dann wäre aber 
^i,p>poLf würde also bei beliebig grossem p jeden end- 
lichen Wert überschreiten. 

(C.) „Eine notwendige Bedingung zur Kon- 
vergenz der Reihe (2) ist limt«H== 0."*) 

Dass diese Bedingung indessen noch keine hinreichende 
ist, lehrt die sogenannte „harmonische^' Reihe: 

1 + ^ + i + • . • + zr^ + ^ + . . • + ^ 



2 3 n—ln n+p—1 

n + p 

Zum Beweise bediene man sich des Jac. BernouUischen« 
bereits in § 20 (S. 282 flg.) bei der Untersuchung von 
lim nin verwandten Prinzips der „Zusammenfassung der Glieder 
in Gruppen'^ Es bestehen die Ungleichungen: 



*) Die Bedingung li]nt«„ = verlangt aber dorohauB nicht, 

dass (von einer (cewissen Stelle ab) eine gliedweise Abnahme statt- 
findet. In der That braucht man nur in einer konvergenten Reihe (2), 
für die stets u^t^ '^^n ^^^t gemäss Satz (F.) eine paarweise üm- 
stellnng der Glieder derart vorznnehmen, dass in der neuen Reihe (2^ 
bei geradem n u^ = u^_^^ bei ungeradem n ^ = ^^+1 ^^^* Damit 
ergiebt sich eine konvergente Reihe, deren Glieder abwechselnd za- 
und abnehmen, während lim u^^'O ist. 
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,.111,11,1. 1 

l + 2>2^ 3+4>4+4 ^•"•>2^ 



(23) 



+ ^^r-r^ + .-- + 



2V + 1 ' 2^ + 2 * ' 2»'+^ 



_1_ , _1_ 1 

2*' mal 



i. e. >^(r = l, 2, . . .). 

Geht man also von Wq =* 1 bis zum Gliede w„ _ i =« ^2»'+ * 

= 2H=T^ ^^ ^®* Sn == Wo +% + ••• + ««H-i sicher > g * •'^ 

überschreitet also bei wachsendem n jede Grenze. Ganz 
entsprechend wird dasselbe för den Rest iJ„,p bewiesen. 
Also gilt: 

(D.)„Die harmonische Reihe (22) divergiert.** 

Hieraus folgt wieder eine Verschärfung des Kri- 
teriums (C): dass für die Konvergenz einer Reihe (21) 
auch die Bedingung lim nu^ =» notwendig ist. Denn 

wäre ntUn, wie gross auch n würde ^ stets grösser als eine 
feste (wenn auch noch so kleine), positive Grösse e, also 

tin> —f 80 hätte man für den Rest iZ„, p (4): 

mithin lim ii„^ p =« <x> . 

Aber auch die Bedingung limnw,» = ist keine hin- 
reichende Konvergenzbedingung für Reihen (2), wie die 
von Cauchy aufgestellte Reihe: 

^^^'^ 2T2+3T3+--- + ;iry;^ + (n + l)Z(» + l) + "- 
lehrt^ wo ersichtlich lim nti^ =*« lim ,— = ist. 
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Um diese Reihe zu untersuchen^ benotigen wir einer 
einfachen Beziehung (Ungleichheit) zwischen dem natür- 
lichen Lotrarithmus und seinem Anrument. Man bilde sich 
die Funktion ip(x)^x-l{l +1^ diese verschwindet ffir 

a; = , ist stetig für ä? > , und es ist 9?' (x) =^ 1 — t— p — 

für :r > stetig und nicht negativ. Mithüi ist für jedes posi- 
tive a:*) gemäss § 18 (I), S. 226: 

Z(l +x)<x{x>Q\ 

Setzt man hier x=—, so kommt: 

n 

l(n+l) — ln<- ^ 

n 

l{n+ l)<ln-\ — 
oder auch: 

l{n + l)<ln(l+^. 

Logarithmiert man diese Ungleichung von Neuem, und 
bedient sich der Abkürzung l{l(x)} = l^(x), so hat man: 



*) Analog zeigt man, dass für jedes positive x zwischen 

und 1 : l ( I > X ist. Denn die Funktion tp{x)==l l^z 1 — x 

verschwindet für a? = , ist stetig für x zwischen und 1 , und 
yf^ (x) = 1 ist für solche Werte von x stetig und nicht negativ. 

JL """• X 



Diese Ungleichungen Z(l+aj)>«, M-j j^^ hfttte 



man 



auch dem erweiterten Mittelwertsatze (§ 18) für e^ ^^ resp. l{l:kx)y 

oder auch den Reihen (§21) für diese Funktionen entnehmen kOnnen. 

**) Hieraus fliesst sofort ein zweiter Beweis für die Divergenz 

der harmonischen Beihe (22). Denn stellt man die Ungleichung 

- > i(» + 1) — In für die Werte n = 1, 2, , . . n auf und addiert, 

** 111 

so ergiebt sich 1 + ^ 4- "5- + . . . H > Z (n + 1). Es ist aber 

Ss o ■ n 

lim l(n -{- 1) = 00 . 
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oder da nach obieem 1(1 -{ — ;— 1<— r- : 

l^{n-^l)-li(n)<^. 

Substituiert man hier für n die Werte 2^ 3; ... n^ 
und addiert^ so folgt für die vorgelegte Reihe (22^): 

^ +^+ '"+^>h{n+l)-k{2). 



212 • 3^3 • • • nln 
Da aber lim ^^(w) = oo, so divergiert die Reihe (220- 



»=oo 



Fährt man in der angegebenen Weise fort, und setzt succes- 
sive ^ (x) = l{l2 (x)} , Z4 {x) = 1{Iq {x)} u. s. w., so gelangt 
man zu divergenten Reihen mit den respektiven Gliedern 

1 1 1 

Un = —7—7 — I Un = — i— 7 7 — > W« = 7 7 7 7 — U.S.W., 

nlnl^n nlnl^nl^n nlnl^nl^nl^n 

und hieraus folgt wiederum die weitere Verschärfung des 

Kriteriums (C): 

(C) „Zur Konvergenz einer Reihe (21) 
sind notwendig (aber nicht hinreichend) die Be- 
dingungen: 

limfiH = 0, limnw„ = 0, Wmnlnl^n ^Oy 
^mnlnl^nl^n = u. s. w.*) 

Femer lässt sich die Definition (A.) der Konvergenz 
einer Reihe (2) derart umkehren, dass (2) konvergiert, sobald 
man weiss, dass Sn stets unter einer festen vorgegebenen 
(positiven) Grösse 6f bleibt. Würde nämlich (2) dann nicht 
konvergieren, so liesse sich ein,e feste, wenn auch noch so 
kleine (positive) Grösse a derart angeben, dass für jedes n 
und ein genügend grosses j? Rn^p> a würde. Somit gäbe 
es für w = 1 ein i> =*jPi, so dass Sj^'> a wäre; für n=p^ 
ein p =p%9 80 dass iJ^, ^ > «> für n =^2 ein p =Psf so 
dass -Rp4,pj> OL etc., somit durch Addition ein p =py, dass 
Sy>va würde, entgegen der Voraussetzung. Demnach gilt: 

*) Weiterhin liesse sich hieraus nach Abel folgern, dass über- 
haupt eine notwendige und zugleich hinreichende Konvergenzbedingung 
för die Beihen (21) in der Form lim /^(n)i4n = 0, wo lim ^(n) = oo, 
nicht au&tellbar ist. 
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(E.) ,^Die Bedingung, dass Sn stets unter- 
halb einer festen Grenze bleibt^ ist eine 
notwendige und hinreichende für die Kon- 
vergenz der Beihe (2)." 

Man wird weiter fragen, ob auch eine Summe (2) von 
unbegrenzt vielen Gliedern das allgemeine associative Gesetz 
(s. S. 321, Anm. **) der Addition befolgt, d. h. ob der 
Grenzwert der Beihe (2) stets derselbe bleibt, wie auch die 
Glieder der Reihe umgestellt werden. Dass jede durch 
andere Anordnung der GHeder aus (2) hervorgehende Reihe (2') 
konvergiert, geht unmittelbar aus (E.) hervor. Es gehe jetzt 
vermöge irgend eines Umstellungsgesetzes jedes Glied «,• von 
(2) in ein bestimmtes Glied Ua^ der neuen Reihe (2') über, 

also die ersten n Glieder Uq, %, . . ., Un—i von (2) über 
in resp. Ua^, Ua^, . . ., Wa^^j. Von den natürlichen Zahlen 

Oo, Ol, . . ., an-i sei 0*= a die grösste, so ist a ^n — 1. 
Dann enthält die Summe Sa^i der ersten a + 1 Glieder 
in (2') jedenfalls die Glieder Uq, u^, . . ., tin-i von (2), im 
allgemeinen aber noch weitere Glieder von (2). Das im 
letzteren Falle die höchste Stelle in (2) einnehmende Glied 
sei t«„-|-p-i(jp >0). Bildet man nunmehr die Differenz 
Sa+i — Sn, so zcrstörcn sich in ihr die Glieder Wq, m^, . . ., 
«»»-1, während die noch veii)leibenden sämtlich in Rn^p vor- 
kommen müssen. Somit wird in allen Fällen: 

Sa+l — Sn<Bn,p(a + 1 > n). 

Da aber bei wachsendem n Bn^p gegen Null konvergiert, 
so auch Sa^i — Sn, d. h. es ist lims«^! = limSw 

(F.) „Eine konvergente Reihe (2) hat stets 
denselben Grenzwert, gleichgüjltig nach 
welchem Gesetze ihre Glieder angeordnet 
werden." 

In diesem Sinne heisst eine konvergente Reihe (2) 
absplut konvergent. 

Um nunmehr eine vorgelegte Reihe (2) auf ihre Kon- 
vergenz resp. Divergenz zu prüfen, wird man sie mit einer 
anderen Reihe: 

Wo + W{ -h • • • + Wn-l + < + <+l + . . . + M.J+p-1 
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«n 



deren Konvergenz resp. Divei^enz bereits bekannt ist, ver- 
gleichen. Aus der Definition (A.) folgt unmittelbar als 
einfachste Regel das ^»Kriterium erster Art": 

(G.) ,,Aus der Konvergenz resp. Diver- 
genz einer Reihe (2') folgt die Kon- 
vergenz resp. Divergenz einer analogen 
Reihe (2), sobald^ wenigstens von einer 
gewissen Stelle an Un<Un resp. Un>^uii, d. h. 
sobald jedes Glied u^ der zweiten Reihe 
nicht grösser resp. nicht kleiner ist^ als das 
entsprechende Glied Un der ersten Reihe/' 

Im Falle der Konvergenz bedient man sich dabei des 
Ausdrucks^ man habe die zweite Reihe unter die erste 
„heruntergedrückt 

Indessen zeigt schon das Beispiel der geometrischen 
Reihe (20), wie auch die in § 20 auftretenden Entwickelungs- 

reihen^ dass der Quotient — ^Ü zweier aufeinander folgender 

Glieder von (2) oft ein wesentlich einfacheres Gesetz be- 
folgt^ als das einzelne Glied Un. Man wird demnach^ nach 
Anleitung von (G.), in solchen Fällen behufs Zurückfdhrung 
der Konvergenz von (2) auf die von (2'), annehmen, dass, 
wiederum wenigstens von einer bestimmten n^^^ Stelle an, 
stets die Ungleichungen gelten: 

%i-\-l ^ «n+l ^n+2 ^ Un^2 

Multipliziert man, wie in § 20 (S. 273), die ersten 
zwei, drei, . . . dieser Ungleichungen, so entsteht das ein- 
fachere System von Ungleichungen: 

_ü 7 y • • • 

Un — < 

Da sich die Reste Bn,py Bi^^p der Reihen (2), (2') in 
die Gestalt setzen lassen: 



(26) 
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Bnfp = Wh + Wh+1 + . . . + Mn-j-p— i 

\ Wn Wh %i / 

■Bi»,p = «*!• + Wi+i + . . . + f#i+|,— i 

so folgt aus (25), dass ^<-:?^, oder: 

(27) 12.,p<5-^p- 

w» . 
Hier stellt -7- einen festen Faktor dar, während Jftl,|,, 

falls die Konvergenz von (2') vorausgesetzt wird, gemäss (E.) 
unterhalb einer festen angebbaren Grösse bleibt, wie gross 
p auch sei; mithin gilt das nämliche auch von B^^py und 
somit auch von 5» + -R»»,p = «»-j-p, d. h. wiederum auf 
Grund von (E.), es konvergiert auch die Reihe (2). 

Gelten dagegen in (24), also auch in (25), die Grösser- 
Zeichen statt der Kleiner-Zeichen, so folgt aus: 

unmittelbar, dass dann die Divergenz von (2') die von (2) 

nach sich zieht. Somit gut das „Kriterium zweiter*) Art^': 

(H.) „Die Konvergenz resp. Divergenz einer 

Reihe (2') zieht die einer analogen Reihe (2) 

nach sich, sobald, wenigstens von einer 

bestimmten n*®° Stelle an, der Quotient zweier 

successiven Glieder — i^(y = n.n + 1 ,...) der 

zweiten Reihe niemals grösser resp. niemals 
kleiner ist, als der entsprechende Quotient 



«<4- 



< 



- der ersten Reihe. Im Falle der Kon- 



*) Man nennt ein Konvergenz- oder DiTergenzkriteriom erster 
resp. zweiter Art, jenachdem es aassohliessUoh von i«n oder aber 

von — '^— abh&ngt. 
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vergenz bestimmt sich das Fehlergesetz 
für (2) durch (27)." 

Im Falle der Konvergenz sagt man wiederum^ dass die 
vorgelegte Reihe (2) unter die bekannte (2') „herunter- 
gedrückt" sei. 

Als nächstliegende Anwendung von (H.) empfiehlt sich, 
was schon in § 20 (S. 274) benutzt wurde, der Vergleich 
einer Reihe (2) mit der geometrischen Reihe (20), wo also: 

(20) v!i^^ {g>0, i = 0, 1, 2,...). 

Hier ist — — =» g; sobald also von einer bestimmten, 
n^ Stelle an, stets: 

(28) ^<9 (J/<1, v^n, n+1,...), 

SO ergiebt sich auf Grund von (21), (27) und (H.) die Kon- 
vergenz der Reihe der u und: 

(29) R^^^^un^-—-; 

sobald dagegen — ^9{9> ^)9 so divergiert die Reihe 

der u. Damit ist das nach Cauchy benannte Konvergenz- 
resp. Divergenzkriterium zweiter Art abgeleitet: 

(I.) „Wenn in einer vorgelegten Reihe (2) 
von einer bestimmten n*^ Stelle an der 

Quotient — i^(v=n, n+1,...) niemals eine an- 

Uy ^ 

gebbare feste positive Grösse gr, die < 1, über- 
schreitet, so konvergiert die Reihe: bricht 
man hinter dem n**° Gliede m,»-! ab, so ist 
der begangene Fehler kleiner als das Pro- 
dukt aus dem nächstfolgenden Gliede m„ 

in ; ist dagegen umgekehrt der Quotient 

""^^ nie kleiner als eine angebbare feste 

iiy 

Grösse g, die > 1, so divergiert die Reihe." 

Es ist hier zu betonen, dass eine derartige positive Grösse 
jf < 1 wirklich angebbar sein muss, um die vorgelegte Reihe 
unter eine konvergente geometrische herunterzudrücken. 



332 § SS* Beispiele som Caachy sehen Elriteriiim. 

Dass die blosse Bedingung — — < 1 nicht hinreicht^ zeigt 
schon die divergente harmonische Reihe (22), bei der: 

(30) '^^^^^^l; 

V 

trotzdem lässt sich, wie nahe auch eine Grösse ^(< 1) an 1 

liegen mag, stets n so gross wählen, dass — — > g bleibt. 

Wir führen einige Beispiele zu (I.) an. Bei der „Ex- 
ponentialreihe": ^ ^ 

(31) i+:^ + |_ + |_ + ... (x>0) 



ist w» = — i , — — = — r-T • Sobald also n so cross ge- 
^ nV Un n+1 ° ^ 

wählt ist, daßs ä; < » + 1 wird, nehme man g = — -—z-y dann 

^ »+ 1 

ist das Eonvergenzkriterium (I.) erfüllt, und der Fehler R^^p 

oc^ 1 . •• . 

ist < — 7 , in Ubereinstimmune mit der Fehler- 



n+ 1 
regel der Reihe für 6«' (§ 12 (V), S. 136). 

Als zweites Beispiel diene die „logarithmische" 
Reihe: ^ ^ 

(32) i+x + ^ + ^ + ... (X positiv, < 1), 

wo — — = X — --- . Man wähle daher g = x, dann ist das 
Un n + 1 

Eonvergenzkriterium (I.) bereits vom ersten Gliede an erfüllt; 

der Fehler R^ « ist < — • , übereinstimmend mit der 

'^ n 1 — X 

Regel (§ 20 (16b), 8. 274) der Reihe für — 1(1 -- x). 

Ein drittes Beispiel sei die „binomische" Reihe für 

negative x: 

(33) 1 + m^x + m^x^ + m^x^ + ... (iC = — f , < f < 1). 

Nach § 20, (S. 281) sind von einer gewissen Stelle an 
(nämlich bei positivem m von da an, wo m,- vom Positiven 
ins Negative übergeht, bei negativem m von Anfang an) 

.alle Glieder gleichnamig, so dass — — =« f — -— - als positiv 
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angesehen werden kann. Weiterhin lässt sich aber n so 

Denn wenn m positiv, und auch, wenn m negativ = — /i, 
^ < 1, nehme man Jf « f ; ist aber m negativ =» — /i und 

u > 1 , so wähle man g zwischen i und 1 und n > — — r • 

Auch dies stimmt überein mit den in § 20 (S. 281, 282) 
bezüglich der binomischen Reihe für (1 — f)»» angegebenen 
Fehlerregeln. 

Nunmehr mögen solche Reihen (2) auf ihre Konvergenz 
geprüft werden, wo das Cauchysche Kriterium (I.) versagt, 

d. h. wo zwar, von einer gewissen Stelle an, stets — i^<l, 

aber lim — — = 1 wird. Hierher gehört das Beispiel: 



u, 



'n 



Nimmt man hier: 

1 



w(«+l)' 
so wird: 

^^^ ?^, lim^?^ = l. 

^ 1 + - ^ 

n 

Nun ist: 

111 



(35) w»»+i = 



n{n+ 1) n n+ 1^ 
1 1_ 

1 1_ 

^^■^"■'~n + i>-l n+p' 

denmach ergiebt sich durch Addition: 

(36) 1 1 . ^1 

= ; — . 1. e. < - . 

n n +p n 
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Somit konvergiert die Reihe (34), und ihre Summe ist, 

da man in gleicher Weise ^ = 1 -i erhät, gleich 1. 

Trotzdem wird sich (34) nicht als Vergleichsreihe 
eignen, man wird sich zn dem Behuf viehnehr eine solche 
konstruieren, in der, wie oben bei der geometrischen die 
Grosse g, noch eine disponible Grösse aufbitt Eline solche 
Reihe ergiebt sich durch geeignete Verallgemeinerung der 
harmonischen Reihe (22): 

^ + 2^ + 3^ + -"+(n-l)- + ^''"*'- 

(37) 1 

die als ,,hyperharmonische^' Reihe bezeichnet sei, und 
die sich für a = 1 auf die harmonische reduziert Für a = 1 
divergiert (37) gemäss (G), und zwar noch starker als (22); 
dagegen nehmen für a > 1 die Glieder schneller ab, als 
bei (22), sodass die Möglichkeit der Konvergenz besteht 
Da: 

(38) «!=±i =.(«)"=!__, lim^?^ = l. 
^ ' «» \n+ll L . ly «N 






SO versagt in der That (I.). Indessen lässt sich f&r o > l 
die Konvergenz von (37) analog feststellen, wie die Diver- 
genz von (22). Setzt man zur Abkörzong o— 1 4-r(r>0), 
1 
27 = i/«l)' so gut: 

1 = 1» 2" + F<2^ + 2^ ^®-<2^ i.e.<^, 

1 , ^ , 1 , 1 1 , 1 , 1 , J_. ^i_, 

4» + 5» + 6" '"' 7" *^ 4" "'" 4" ''' 4" 4* ^ * 4" ~~^ ' 



(39) 



1 +,,^1^ + ...+ 



(2^)*' ' (2''+l)*' (2''+i— 1)- 

11 1 . 2»' , 



^ ' 



2" mal 
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Bricht man daher hinter dem Gliede Ww— i = 



{n—iy 

ab, wo »>2*' sei, so lässt sich der Rest Rn^p unter die 
geometrische Reihe gr + 5^+^ + gf^+* + . . . herunterdrucken: 

konvergiert also mit wachsendem n gegen Null. Damit gilt: 

(J.) „Die hyperharmonische Reihe (37) 
divergiert für o^l, konvergiert für a>l; 
bricht man im letzteren Falle hinter einem 
Gliede t«„_, ab, wo w>2*', so beträgt der 
Fehler weniger als: 

-J— . 1 ^ l « 

(2a-i)y 1 2<''-i>t'"-*> (2*'-^ ■— 1) * 

Um jedoch eine vorgelegte Reihe mit (37) bequem ver- 
gleichen zu können, möge die in Rede stehende Konver- 
genz- resp. Divergenzeigenschaft von (37) umgeformt werden. 
Mit Rücksicht auf (38) bilde man die Differenz: 

(41) -!^ — 1 = (i+iy_i, 

dann konvergiert dieselbe bei wachsendem n (von oben her) 
gegen Null. Nun wurde bereits in § 3, S. 28 (vgl. auch 
§ 17, S. 216) nachgewiesen, dass 



,. ('+^r- 



(42) lim ^ j = a 



n 



war. Es werde hier hinzugefügt, dass diese Konvergenz für 
a>l von oben her, für 0<a<l von unten her erfolgt, d.h. dass: 



(> - h) 



1 



(43) ^ ^ ^ö(>0), 0:2: 1. 



n 
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In der That, sei a > 1 und zunächst rational = — (a > ^) 
angenommen^ so ist: P 

a — l>a — o, a — 2>a — 20,...^ 

mithin auch: 

g a(a-l) 1 a(a - l)(a - 2) 1 
^n'^ 1.2 »«"^ 1.2.3 n»"^*** 

g a(a — q) 1 a(a — a){a — 2q) 1 
^'^»■'" 1-2 n«"^ 1-2.3 w» "•"••• 

d. h. es ist auf Grand des binomischen Satzes: 



(^+»^r>(^+3'--^- 



1 

->o. 



n 



Ist aber o nicht rational, so lässt es sich mit beliebiger 

Genauigkeit zwischen zwei Brüchen — und — ^ — ein- 

ß P 

schliessen^ und der Beweis ist auf diesen Fall übertragbar. 

fintsprechend verfahre man im Falle < a < 1 . 
Man hat demnach: 



(44) 



(K) „Der hyperharmonischen Reihe (37) 
kommt die Eigenschaft zu: 

limn(-^ — l] = oi^6).'' 

Danach lasst sich erwarten^ dass eine vorgelegte 
Reihe (2) konvergiert, resp. divergiert, sobald: 

(45) lim i— l) = o, o > 1 resp. < 1 . 

*) Für ein negatives a vertanschen sich offenbar beide Un- 
gleiohheitszeichen, während o^\ durch \a\ ^ 1 zn eneteen ist. 
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Sei zuerst a > 1 > so sagt (45) aus^ dass man n so hoch 

wählen kann, dass von da ab — ^ von 1 -^ — nicht mehr. 

als um eine beliebig kleine^ vorgegebene Grösse £ abweicht: 

(46) o — e< — l<o + E. 

Wh + 1 

Bezeichnet man für den Augenblick die Glieder der 
hyperharmonischen Reihe (37) für einen Wert o = o'(^ 1) 
mit vt^y so handelt es sich darum, o' so gross zu wählen, 
dass^ von einem gewissen n an, stets: 

(47) J^<_ü^, oder auch -^ i<Jf?^_l 

wird; dann müsste auf Grund von (H.) auch die vorgelegte 
Reihe der u konvergieren. 

Andererseits lässt sich n auch so hoch annehmen, dass 

u' 

-j^ 1 , das gemäss (K.) bei wachsendem w von oben 

her gegen o' konvergiert, von da ab in das Intervall 
(a', a' + r\) fallt, wie klein auch die positive Grösse ri vor- 
gegeben sei. Soll demnach von der betreffenden Stelle an, 

wie es (47) verlangt, der Wert von — ^ — den von nicht 

mehr überschreiten, so hat man nur: 

(48) a' + ^ < a — € L e. o' <o — {e^-yi) 

zu wählen. Dies gilt im besonderen auch für a == + oo . 

Wie nahe sich nun auch — in besonders ungünstigen 
Fällen — der gegebene Wert a(> 1) an der Einheit be- 
finden möge, so lassen sich doch «, y\ stets so klein an- 
nehmen, dass gemäss (48) auch o' noch > 1 ausfallt. Damit 
ist aber die vorgelegte Reihe der w unter eine konvergente 
hyperharmonische Reihe heruntergedrückt 

Entsprechend lässt sich im Falle a < 1, auch wenn im 
besonderen a = — cx>, eine divergente hyperharmonische 
Reihe (mit a' < i) konstruieren, die schwächer divergiert, als 
die vorgelegte Reihe. Damit ist das von Raabe herrührende 
Konvergenz- resp. Divergenzkriterium zweiter Art hergeleitet: 

W. F r. M e y e r I Differentialrechnung. 22 
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(IL) „Wenn für eine Reihe mit positiven 

Gliedern Um lim*)n( 1) «-a, so konver* 

giert oder divergiert die Reihe, jenackdem 
a > 1 resp. o < 1 ist^' 

Das Cauchysche Ejiteriom (L) ist in (II.) als besonda:^»r 
Fall enthalten. Denn wenn — ^ <flf« 1) ist, so wird um- 
gekehrt -^ > - (> 1), mithin \imn(— l\ — + oo. 

Entsprechend kommt, falls — i^ > ^ (> 1) , 



]min(— 1)- — 



Ln Grenzfalle = 1 ist, wie hoch man n auch wählen 

möge n( — lj = 0. 

Im Falle a > 1 , also der Konvergenz auf Grund von (IL), 
lasst sich wiederum der Fehler abschätzen, der entsteht, 
wenn die Reihe hinter einem Gliede Uy—i abgebrochen wird. 
Sei V bereits so gross gedacht, dass von da ab (47) erfallt 
ist, so hat man nach (27) für den Rest: 

(27) By^f<-jByy 

WO rechterhand ffir R^ der in (29) angegebene Fehler der hyper- 
harmonischen Reihe für den Wert ö = a' einzusetzen ist. 

Ln Grenzfalle o '^ 1 versagt zunächst das Raabesche 
Kriterium; wird aber im besonderen der Grenzwert 1 

von n ( 1) von unten her erreicht, so lässt 

sich noch die Divergenz der Reihe erweisen. Denn gesetzt 
es sei, wenigstens von einem gewissen n=-v an, stets: 

*) Der Begriff des limes lässt sich hier, wie im Folgenden, in 
erweitertem Sinne auffassen. Es ist für die Konvergenz nicht er- 



forderlich, dass in (IL) der Aasdrack n 1 1 1 für lim n = oo 

einen bestimmten Grenzwert besitze; es genügt, wenn der Aas- 
drack für jedes, noch so hohe n, > ist. (Und entsprechend ftr die 
Divergenz, wenn er ^o ist.) 
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n(— l)<l L e. Ji^<l + -, 

so hätte man: 
u^+i ^ y tl^+a ^ y + l ti,>+p^i ^ y + jp — 2 

fK ==y+l' M,.+i = y + 2'"*'M^4.p_2=y + p — 1 ' 

also auch mittels suooessiver Multiplikation: 
somit durch Addition für den Eest: 

J2k,p> vM^(- + — rT+ ... + , ^ — T-), 

— \y y + 1 V -T P — 1/ 

woraus lim iZ^^^ = ex? folgt Demnach gilt als Zusatz von (ü.): 

(IIa.) „Im Grenzfalle a = 1 = lim n ( 1 J 

divergiert die Keihe der Uy falls dieser 
Grenzwert 1 von unten her erreicht wird." 

Dagegen versagt das Eaiterium, wenn der Grenzwert 1 

von oben her erreicht wird, oder auch, wenn n[ 1), 

von einem gewissen n an, um den Wert 1 stets hin und 
her schwankt. 

Das Baabesche Elriterium (IL) möge durch einfache 
Beispiele illustriert werden. 

Das erste Beispiel sei die oben, (34), direkt als kon- 
vergent nachgewiesene Reihe: 

^^*^ TT2 + 2T3+ ••• + (n-l)n+n(n + l) + "- 

Hier ist: 

1 1 



p=aD 



n(n + l)' "*" (n+l)(w + 2)' 
^^' Un n + 2 Un ^^2 

somit: 

lim 

22 



\\mn(— l)=2. 
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Der nämliche Grenzwert o ^2 ergiebt sich, wie leicht zu 
sehen, für die etwas allgemeinere Reihe: 

a(o + Ä) ^ (a + Ä)(a + 2 Ä) ^ ■ ■ ■ 
(34') 1 

+ {a + {n-l)h}{a + nh) +-(*>0)- 

Zweitens sei die für arc sin o; in § 20 (VII.), S. 304 
erhaltene Reihe für den dort ausgeschlossenen Fall x=^l*) 
als selbständige Reihe vorgelegt: 

11 11-3 ll'3-5 
(^Ö) / + 3-2+5-2T4+r2TT7^ + --- 
Hier ist: 

l>3>5...(2n— 3) 1 l>3>5...(2n— 1) 1 

^~2.4.6...(2w— 2)'2w— r**"+'" 2-4. 6. ..2n '2n+l' 
also: 



*) Die Konvergenz dieser Reihe, zugleich mit ihrem Werte 

arc sin 1 ^= ^ , Iftsst sich auch im Anschlass an die dortigen £int- 

Wickelungen nachweisen, wenn man noch einige Ergänzungen hinzu- 
fügt. Zunächst ist die Gültigkeit der Taylorschen Entwickelang mit 
dem Cauchy sehen Restgliede (§ 19 III, S. 258) durchaus nicht auf 
natürliche p beschränkt: p kann vielmehr irgend ein gegebener Wert 
zwischen und n sein* Femer gilt jene Entwickelung auch dann 
noch, wenn alle Ableitungen von f{x) fär die obere Grenze x = b un- 
endlich gross werden — vorausgesetzt, dass die Produkte (b — x)f*{x\ 
{b — a?)*/" (x) u. 8. w. für x = b vorschwinden, wie das für f(x) = arc sin re 
der Fall ist. Denn die Hilfsfunktion ;^„(^) (13'), S. 257, verschwindet 

dann nach wie vor für x=a und x = b^ und es lässt sich auf sie 
das BoUesche Theorem anwenden. Nimmt man nun in der Formel (74) 

S. 806 p = -Q und setzt x^l, so ergiebt sich sofort, dass das Best- 

glied JSg,)^^ für jeden Wert von n zwischen und 1 bleibt. Da 
nun die positiven Glieder u der Entwickelung für: 

arc sin 1 = t*i -(- ttg -j- . . . -|- u „+ . . . 
unbegrenzt abnehmen und der Wert von 8n = u^-{- . ,,-\-Un endlich 
bleibt, so ist auch nach Satz (B.) S. 825 lim (R^n-^-i — •^i»+p4- 1) "^ ^ » 
iL. h. lim It2n4-i ^^ ®^ bestimmter endlicher Grenzwert g. Dieser 

n=oo 

Grenzwert g muss aber Null sein, da arc sin x, wie auch die ganze 
Funktion 8^{x), das Aggregat der ersten n Glieder in der Ent- 
wickelung von arc sin x, auch noch für x = l stetig sind. 
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Un _ 2n+l 2n _ 4n^+2w 
Wn+i ~ 2n — l' 2n—l "^4^2 — 4^ + 1' 



ti^+1 4n2 — 4n + l' 

6w2 — n n 






.UnJ^i 1 4^2— 4n + l .__£ , Ji' 

somit lim n ( 1 ) = — : 

„Die aus der arc sin ic- Reihe für ä; = 1 hervor- 
gehende Reihe konvergiert.'^ 

Drittens betrachte man die aus der binomischen Reihe 
mit negativem x (33) für \x\ == 1 hervorgehende: 

(33') 1 — m^ + m^ — in^-\ ... 

als selbständige Reihe. 

Von einem gewissen n an werden die m„ alternierend^ so 
dass die Reihe (33 ') von da ab nur positive oder nur nega- 
tive Glieder aufweist. OflFenbar genügt die Betrachtung 
des erstereji Falles. Hier wird: 



(50) 



-^- -^— (w>m), --^ 1 = 7:-^. 



iCn^i n — m w„^i n — m 

1 Un A m + 1 ( Un A ,1 

n\ 11 = , lun w 1) ==m + 1 : 



„Die aus der binomischen Reihe bei nega- 
tivem X (33) für \x\ = 1 hervorgehende Reihe 
konvergiert für m + l>l i. e. m>0, diver- 
giert für m + 1 < 1 i« e. m<OJ^ 

{Im Grenzfalle m = konvergiert die Reihe ^ da sie 
sich auf das erste Glied 1 zusammenzieht.) 

Die Reihe (33') ist, wie (50) zeigt, ein besonderer Fall 
der durch die Festsetzung: 



uh n -{- a 
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w„+i n + 
bestimmten Reihe. Aus (50a) folgt: 

(51) 






+ r 



Nach (H) tritt für a — & > 1 Konvergenz ein, für 
a — 6 < 1 Divergenz. Im Grenzfalle a — 6 « 1 findet 

für 6>0 die Konvergenz von n( 1) gegen 1 v<m 

unten her statte sodass die Reihe der u gemäss (IIa.) diver- 
giert. Ist dagegen a — 6=1, h negativ = — ß{ß>0), so 

wird — — = — -— j — ^-—^ y also von einem gewissen Anfangs- 
index n == V an: 

^+* ^ ^ ylTfi + i (* == 1> 2, . . .), 

WO Uy noch beliebig (positiv) gewählt werden kann. Mithin 
ergiebt sich &r den Rest Ry^p der Reihe: 

Ist ß eine natürliche Zahl inkl. 0, so fällt (sc. für 
v> ß) der Ausdruck { } innerhalb der geschweiften Klammer 
direkt mit dem Rest der harmonischen Reihe (22) zusammen; 
ist ß aber nicht selbst eine natürliche Zahl, sondern zwischen 
den natürlichen Zahlen m und m -f 1 enthalten^ so hat man 

-z > ■- und der Ausdruck ( \ überschreitet den 

V — ß V — m ^ ' 

Rest der harmonischen Reihe. 

Somit divergiert die Reihe der u (50 a) für a — 6 = 1, 
gleichgültig welchen Wert h hat — ausgeschlossen den 
singulären Fall Uy = 0, (der für die Reihe (33) in dem 
Spezialfälle m = [und v = 1] verwirkKcht war), wo natürlich 
Konvergenz stattfindet — . Der Fall a — 6 = 1, 6 = — ß 
(ß>0) führt zu einer Ergänzung des Ejiteriums (IIa). Es 
wird hier nach (51): 
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(52) J-^^l) ^ ^l+nn, n^^^.-L- 

n n 

wo also 7in das Produkt aus — in einen Faktor ist, der bei 

n 

wachsendem n (von oben her) gegen ß konvergiert. 

Sobald nun für eine vorgelegte Reihe (2)^ mit dem 

allgemeinen Gliede t;„, von einer gewissen Stelle an, — ^ 

< , so divergiert die Reihe der v gemäss (H.). Ist da- 

her für die vorgelegte Reihe der v: 

(53) n(— l) « 1 + % lim qn ^q (endUch, > 0), 

80 hat man nur ß^ q zu wählen^ um sie starker divergierend 
zu machen^ als die ^^harmonische Reihe^**^: 

Das Kriterium (IIa.) ergänzt sich also zu: 

(IIb.) „Wenn für eine Reihe mit positiven 
Gliedern m„ der Ausdruck n\ 1) den 

\Un-{.i I 

Grenzwert 1 hat, und dieser Grenzwert 1 von 
oben her in der Weise erreicht wird, dass 

(55) limn fn(--5^=^ l) — l] = ff (« endüch, > 0), 

oder auch, was damit gleichwertig ist, wenn 
sich eine positive endliche Grosse q (inkl. 0) 

derart angeben lässt, dass 8ich(n — q)[ ij 



*) £■ mOge auch jede (nach obigem divergierende) Reihe : 

**n T-T («> % 0) 

" n + 6 ^ < ' 

eine harmonische genannt werden. 
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mit wachsendem n der Einheit von unten 
her unbegrenzt nähert^ so divergiert die 
Reihe der w." 

Die durch (50) bestimmte Reihe ist wiederum ein 
besonderer Fall der häufig vorkommenden allgemeineren, wo 

eine rationale Funktion von n bestimmten Grades und 



Un 



mit festen Koeffizienten ist: 

Hier sind bereits die KoeflBzienten von n* in Zähler 
und Nenner als gleich angenommen worden^ da andernfalls 

lim ^ 1 und somit die Konvergenz resp. die Divergenz 

der Reihe der u bereits durch das Cauchysche Kriterium (L) 
entschieden würde. ^ 

Aus (56) folgt: 
also: 

n fr 

Der Grenzwert der rechten Seite fiir lim n « oo ist 
Ol — 6i , also tritt nach (II.) Konvergenz resp. Divergenz 

der w- Reihe ein, jenachdem c^ — &i ^ 1 ist. 

»» 

Im Ubeigangsfalle o^ — J^ = 1 entsteht ersichtlich: 



(59) lim n \n (— l) 

♦»=00 L \Ww+l / 



= «2 — ftj — &1^ 



d. h. die linke Seite hat einen festen endlichen Grenzwert, 
und die w- Reihe muss auf Grund von (IIa.) resp. (üb.) 
divergieren. 
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Damit ist das von Gauss aufgestellte Kriterium zweiter 
Art gewonnen: 

(IIc.) „Ist in einer Reihe mit positiven 
Gliedern u der Quotient zweier kon- 

sekutiver Glieder als rationale Funktion 
von n von festem Grade und mit festen 
Koeffizienten darstellbar: 



(60) 



Un w* + ain^—'^ + • • . 



so konvergiert die Beihe der w für a^ — 6i>l; 
sie divergiert für % — ^i^l«" 



Das Kriterium (55) resp. (59) weist bereits auf eine 
weitergehende Verallgemeinerung hin. 

Zu dem Behuf wird man das Verfahren^ nach dem die 
Divergenz der harmonischen Beihe (22) (S. 325)^ die Kon- 
vergenz der aus ihr erzeugten hyperharmonischen Beihe (37) 
(S. 334), erschlossen wurde, sowie den Prozess dieser Er- 
zeugung geeignet verallgemeinern. 

Das fragliche, von Jak. Bernoulli herrührende, von 
Cauchy weiter ausgeführte Beweisschema für die Beihen 
(22) und (37) benutzte die Zerlegung der Glieder einer 
Beihe (2) in gewisse Gruppen, die durch die successiven 
Potenzen von 2 reguliert wurden, und beruhte im übrigen 
darauf, dass die positiven Grössen u^ (wenigstens von einer 
gewissen Stelle an) niemals zunehmen und mit wachsendem n 
gegen Null konvergieren. 

Um das Konvergenz- resp. Divergenzschema auf die 
Potenzen einer beliebigen natürlichen Zahl k zu übertragen, 
stelle man, falls etwa vom Anfangsgliede u^ an, stets 
Um > Wü-f 1, ^^'^ li"^ t«M = 0, nach dem Vorbilde der S. 334, 
mit Bücksicht darauf, dass die Anzahl der Zahlen 

1(^,10^ + 1, ... Ä^+i — l(v = 0, 1, 2, ...) 

offenbar gleich k^+^ — k^ = k^(h — 1) ist, das System der 
Ungleichungen auf: 
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(61) 



Wl +«B +...Wi«i <(*— l)t*i 

Uiß+U»^l + ...U»^i <*»(*— l)w^ 



**»" + **»»'4.1 + • • • V+l-i^ ^'C* "• 1)**»" 



woraus durch Additiim folgt: 

(62) u, + u^+ ... +tt,,+i_^<(ÄJ- !)[!.%+ AM» 

Da andererseits auch die Anzahl der Zahlen k^+l, 
k^+2,..., Ar+i gleich Ar (i — 1) ist, so gelangt man nach 
dem Vorbilde der 8, 325 zu einem zweiten System von 
Ungleichungen : 

«4 +«8 +••• + «** >{h—l)Ui 

«»+1 +w*+t +... + «#1 >*{i — l)f^ 



(61') 



WjK^l + Wjtr + , + . . • + W^,. + i >*'(*— l)t<|r-hl 



und hieraus durch Multiplikation mit h und Addition^ wenn 
man noch die Ungleichung: 

kill >{k — 1)1*1 
hinzufugt: 

(62') Ä;(ii^ + i4,+ ... +u^)::,(k — l)[l.u^ + kuit 

» 

+ i» Um + . . . + Äri4j^] . 

Auf Grund von (62) und (620 ergiebt sich der Satz: 

(L.) ,>Wenn für eine unendliche Reihe 
positiver Grossen Uny von einem gewissen 
Anfangsgliede an^ stets Un+i^t^n» und zu- 
dem limtt„»0 ist, so konvergiert resp. diver- 

n=:ao 
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giert die Beihe der u immer zugleich mit 
der Beihe: 

(63) l-«i + ÄWi + i«W4* + ...+ Ä^Wj^+... (*=-2, 3,...,)« 

Nunmehr werde das Verfahren der 8. 334, aus der 
divergenten harmonischen Beihe (22) durch einen geeigneten 
Potenzierungsprozess eine konvergente hyperharmonische 
Beihe (37) zu erzeugen, auf die divergente Cauehysche 
Beihe (8. 326): 

angewandt. Es erweist sich als zweckmässig, die neue 
Beihe so zu bilden, dass: 

wird, wo a > 1 . Konstruiert man die Yergleichsreihe (63) 
für Ä; » 2 , so kommt: 

(65) 2-u,, = p;^ = ^^j^ « P^ . — ; 

somit konvergiert die vorgelegte Beihe (64), da es die mit 
' y multiplizierte hjrperharmonisohe Beihe 1 + ^ + • • • 

H h • • . thut 

Ffir a =- 1 (8. 326) und a fortiori f ür a < 1 divergiert 
die Beihe (64): 

(M.) „Die Beihe: 

(^*^ ^ + 2pF^3p)^ + --- + ^Z^'*"''* 

konvergiert für ö > 1, divergiert für o <1." 

ümsomehr würde also die Beihe Un = t—t-t" für ö> 1 

{nlny 

konvergieren, für a < 1 divergieren. 
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Um jetzt eine Beihe, für die das Baabesche Kri- 
terium (11.) versagt; mit einer Reihe (64) bequem zu ver- 
gleichen ^ gehe man wie bei der hyperharmonischen (S. 335) 
vor. Man hat für die Reihe (64), wo wiederum a > 1 sei, 
successive: 



Un 



Mh+ 



1 n \ In f ^ 



also, da ?(n+ 1) — i(n) = ?(l + -): 

«„+1 \ n/ \ In 

mithin, da gemäss S. 326: lil -\ — ) < — • 



1, 



- ,<(>4)(,+4y_, 



ti^+i \ W/V nln/ 

wo Ttn eine positive Grosse ist, die auf Grund von § 20 (V), 
8. 285, mit wachsendem n gegen die endliche positive 

Grösse n =« — - konvergiert 

Aus der letzten Ungleichung fliesst unmittelbar die 
zu (42) S. 335 analoge Grenzgleichung: 



(66) limZn[n(-5^-l) — 



= O 



WO überdies der Grenzwert ö(>1) von oben her erreicht 
wird. Eine unbedeutende Abänderung des Beweises fuhrt 
zu der nämlichen Grenzgleichung (66) auch für a < 1. Es 
gUt also: 
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Li-i(n)(fen)<'' 

(N.) „Der Eeihe: w» = — .-, ^ kommt für 
jedes gegebene o (= Ij die Eigenschaft zu: 

(66) ]imln\n(— l) — ll = a, 

wobei für > 1 die Konvergenz der linken 
Seite gegen a von oben her stattfindet/^ 

Die Ergebnisse (M.)^ (N.) sollen nun auf die höheren^ 
nach S. 326 divergierenden Reihen: 

__!__ ^ 1 

(67) ^ » 'S 

^^'^ nlnl^n . . . lin' 

wo Z»n die durch t-malige Logarithmierung aus n hervor- 
gehende Grösse bezeichnet, übertragen werden. Man bilde 
die von Bertrand untersuchte Reihe^ die daher als 
Bertrandsche bezeichnet sei: 

^ *^ ^ nlnl^n... li^inilffiy i^.-i (w) ' ftw)^ ' 

wo das Produkt nlnl^n . . .li^xn zur Abkürzung mit Li^iiri) 
bezeichnet, und zunächst wieder a > 1 sei Da deren Kon- 
vergenz für i = O9 1 bereits feststeht, nehme man an, sie sei 
für irgend einen Index i gültig: sie soll dann för den 
nachstiolgenden Index i+l, also für die Reihe: 

^-ZTizm:. — TTTT— 7::^ (^ > 1) = 



nlnl^n . . .lin{lij^x{n)y L,(n)??+i(w) 

bewiesen werden« Auf Grund von (L.) ziehe man die Ver- 
gleichsreihe der Vp heran: 

v^=Tc'Uj^y(k = 2y 3, •..). 
Nun geht aus der Definition von hn hervor, dass: 
(68) l(h)=^vn, k(k?')=^l{vlk),...li(k?') = li^x{vlh)y 
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Für i > 3 wird Ih > 1, somit auch r Z3 > r, wodurch 
die Gleichungen (68) in die Ungleichungen übergehen: 

(680 ^(3")»', J,(3'')>?v,...,?,(3'')>Z,-xv, li+i{^^)>liv, 

und da aus der letzten derselben noch 

{h^,{?^)y >{hvY {a > l) 

folgt» 80 erhüt man durch Maldplikmtion dieser Unglddumgen 
für die Yorgleiehsreihe: Vy — S'Mi« : 

_^ 1 

.«n^ ~ ' " i(3')Z,^3') . . . 4(3'')<^+»(3')>«' 

(^^) 1 .11 

i. e.< 



da die rechts stehende Grosse das allgemeine Glied einer 
nach Voraussetzung konvergenten Reihe bildet, so konver- 
giert auch die Reihe der Vy^ und damit gemäss (L.) auch 
die der Un. Für o = 1 aber divergiert die Reihe der tt(64a), 
nach S. 326^ also um so mehr für a < 1 . Demnach stellen 
die Sätze (J.) und (M.)^ S. 335 und 348, die beiden ersten 
Stufen (i = 0, 1)*) des allgemeineren Satzes dar: 

(M'.) Die Bertrandsche Reihe:**) 

1 1 



(64a) Un = 



nlnl2n . . . li^iH (li n)" Li-. i (n)(^«)* ' 



wo li n den i • mal iterierten natürlichen 
Logarithmus von n bedeutet, konvergiert 
für a>l, divergiert für a^l." 



*) Dabei sind anter l^n^ 2| n die respektiven Grössen n, In 
za verstehen. 

**) Der Satz (M') Iftsst sich anch geometrisch einsehen. In- 
dem wir uns hier auf den Fall i = Q d. i. die hyperharmonische 

Reihe Un = — (a > 1) beschränken, verfahren wir wie in § 8 und 

denken uns in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Knrve 
y =x—<' vorgelegt, sowie über jeder Strecke (Ä, fc -f 1) (äp ^ 1, S, . . . 
n, . . .) der Abscissenachse mit Hilfe von Parallelen za den beiden 
Achsen zwei Rechtecke, von denen das eine kleiner, das andere 
grösser ist, als der über {h^k-^-l) stehende Flächenstreifen. Die 
Summe der za kleinen Rechtecke über den Strecken (I, 2) (2, 8),..., 
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Nunmehr handelt es sich noch um die Übertragung der 
Sätze (K.),pf.)* 8- 336 u. 349, auf die Bertrandsche Reihe (64a). 
Es wird für letztere: 

Un n+1 l{n+l) lt{n + l) Z,-i(n+l) 



tiH+i n In l^n h^in 

(70) Li-,(n + l) i h(n + l Y 



\ hn j 



(n — 1 , n) ist t; — \- -z — h • • • H =■ «» — 1 » die Samme der zu 

ffrossen: \+-= — |- . . . + -, rr— = «» , während die über der 

» ' 2<y ' ' (n— l)«» n«' ' 

ganzen Strecke (1 , n) stehende Fläche gemäss § 3 (88) S. 26 den In- 
halt Jf = ( 1 1 — besitzt, wo r = a — 1 . 

1 \ nr ) r ' 

Mithin ist fti<l + (l 1— <l-^ , andererseits 8n> — 

\ ftT j r T w 

+ jl 1 — , also bei hinreichend grossem n auch > — . Somit ist 

die Summe a^=l4-^ + •••^ — ~ y ^i® gross auch w sei, zwischen 

1 1 

den Grenzen — und l -| — enthalten, es konvergiert demnach die 

T T 

hyperharmouische Reihe für <7 > 1 i. e. r > 0, und divergiert, 
wenn man r gegen Null d. i. o gegen Eins abnehmen lässt. Hieraus 
fliesst noch der für die Zahlentheorie wichtige Satz, dass lim rsn == 1 

r=0, «=00 

wird. Das Entsprechende gilt für die etwas allgemeinere Reihe: 

Mbn = 7 — i — TT- > öt > 0, Ä > , nur dass hier lim rBn = -r wird. 

FOr die Bertrandsche Reihe (64 a) hätte man die Kurve 

1 

^ xlxhx - - * li— ixQi x)^' 

zu Grunde zu legen und von einer Abscisse a — wo a eine natürliche 
Zahl, für die U a positiv ausföllt — beginnend, zu verfahren wie oben. 
Auf Grund eines Satzes der Integralrechnung (s. den Abschnitt III) 

hat, da — j ; --—- = { ,. . } , die über der Abscissen- 

' xlx . . .li—ix{Ux)<' y r{lixyf 

aohsenstrecke (a, n) stehende Fläche den Inhalt: 



T«_il_i L_\ 

'''~r\(liay (Itnyf' 
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Hier wird der Reihe nach: 



n n 



^(«+i) = i + 



'(•+a 



In In 

oder, da nach dem Mittelwertsatz: 

\ n/ n '^ n »=« 

n 
so wird: 

"i7i — ^ + üT;i' ^'^^ =^- 

Hieraus geht wieder hervor, dass: 

j Hn+l) 
k{n + l) , ,; In , . 1 X , rP 



= !+■ — f^: l+r^MH- 



n 



l^n l^n l^n \ nln 

Allgemein wird also sein: 
(7ij — = =1H — 7—7 7 — = 1+ 7- . s ^ umrH =1 



Damit wird aber, da die Kurve von a; = a an ständig abnimmt, die 

Summe Sn der Reihe (64 a) von — = ; ., > bis inklusive 

y ala . , , U— 1 a {Uaf 

— = = rz — r- zwischen den beiden Qrenzen eingeschlossen: 

nln , . ,li—in{linY ° 

1 ^ 1 1 1 

r{Uay ^ ^"^ ^ ala . , . li-iailiay "^rikay * 

woraus wiederum die Konvergenz von (64 a) fOi <j> 1, die Divergenz 
für lim<j = l folgt; sowie die Grenzgleichung: 

lim r6n = 1. 

»• = 0, « = 00 
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In der That, sei (71) für den Index Ic gültige so kommt 
für den Index Ä + 1 : 



= 1 + 



^k+lW lij^ 






1 / r<*> \ 

Jt+i) „(»+« 

= 1+ , ," , = 1+ " 



lim r?+« = 1 , 

womit die Formel (71) allgemein bewiesen ist. 

Wendet man (71) auf den letzten Faktor des Pro- 
duktes (70) an, so kommt: 

\ hn ) \ nlnl^n . . .lin) 
also auch, wenn man wie auf S. 335 verfährt: 

(71a) \ — = \ =1 + — =-— ^ = 14-.^^ lim an=a. 

^ ^ \ lin ) nlnl^n , , .lin Li{ny 

Mit Hilfe der Umformungen (71), (71a) geht (70) 
über in: 



nlnl^nj 



.(••-1) 



1 + — — ^^^— — Vi + ^** ] 

nln^n , . .li-inj\ nlnlzn.^.lin/ 

r^L,_i(n)jr^ Li{n)i' 
lim fn^« 1 (Ä; = 1, 2, . . . , i — 1), lim On = o. 

n=co n=oo 

Die Ausführung der rechten Seite von (70') liefert eine 
£ntwickeluDg von der Gestalt: 

W. Fr. M e y e T , Differentialrechnimg. 28 
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(72) J!g-^1 +i + -lV+ . . +>>> + 



f«n4-i t» nJn nlnl^n nln ...li^iti 

+ __^L__ + _J_p 
nlnl2n . , .lin n^ln **' 

lim P^ = limri'^=l, 

lim r?^ = 1 (A; = 1, 2, . . . (i — 1), Hm On = o, 

wo der mit Pn bezeichnete Rest&ktor ein Aggregat von 

Gliedern ist^ deren erstes Tn lautet, während die Summe 
der übrigen mit wachsendem n gegen Null konvergiert. 

Bedient man sich zur Abkürzung der Bezeichnung: 

(73) -(^-l) = ^- MUo-D^U.. 

\n{U^ -1)=U,,..., lUUi-i — 1) = CT,, 

so stellt Ui\ )= Ui ersichtlich die Verallgemeinerung 

der durch die linken Seiten von (44), (66), S. 336 u. 349, an- 
gegebenen Prozesse dar. Die Ausübung des Prozesses Ui auf 
die rechte Seite von (72) ergiebt nach leichter Rechnung: 

Ui = (r^n^ — 1) ^2» . . . hn + (rj?^ — 1) ?8 w . . . ?^» + . . . 



_i_ J'-^^ 7 -M _i_ « j_ h^ "' ^»^ p 
+ r„ Cifl + On-] -Tn} 



(74) . . ... 

lim Pn = 1 ; lim r„ = 1, lim Ou = o . 
Hier aber. lässt sich zeigen, dass r^^ — 1 (Ä = 1, 2, . . .,t — 1) 

mit wachsendem n unendlich klein wird, wie — d. h. dass 

n 

lim n(rn — 1) einen festen, endlichen, von Null verschiedenen 

Grenzwert hat, sowie, dass lim — — ' ' ' * ^ und um so mehr 

- — , . . ., -^ den Grenzwert Null besitzen: damit 

n n 

aber wäre die gewünschte Verallgemeinerung der Sätze (K.), 

(N.), 8. 336 u. 349, dass lim Ui = o, völlig erwiesen. 



n=:oo 



Nun ist, was den zweiten der beiden fraglichen Punkte 
angeht: 
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«•—1 



ZgW . . .l^n (Iny—^ \ In ' 



n n 



n«-i 



; 



da hier der Exponent von n eine positive feste Grösse ist, 

In 
so hat — — auf Grund von § 17 (15 b), S. 220 den Grenz- 

wert Null. 

um andererseits den Grenzwert von n (ri*^ — 1) zu 
ermitteln, ziehe man den einmal erweiterten Mittelwertsatz 
(§ 19) für den natürb'chen Logarithmus heran. Danach hat 
man, wenn unter e eine von n abhängige Grösse zwischen 
und 1 verstanden wird, die mit wachsendem n gegen 
Null konvergiere: 



er 



(75) ia + e) = e-y{^J^e{l-ls) 

0<*<1, lims= 1. 
Ist im besonderen Um en = 1 , so wird : 

lim n(r — 1) = — — . 

Wendet man diese Hüfsfonnel zuvörderst auf den Fall 
£ == — an, so kommt mit Rücksicht auf (71) für Ä = 1: 

„6) 5l?^_,+4i_l + J_(l_|l), 
^ In nln nln\ 2 n/ 

lim Sn = 1, lim n(rn^ — 1) = — ^. 
Allgemein gilt für einen beliebigen Index Je nach (71): 

(n, 'iJ^-i + _..,:-' ,. -1+ '"" 



hn nlnl2n...lkn L)t(n)' 

limr?>=l. 

Dann liefert der Übergang zum nächstfolgenden Index 
Ä + 1 mit Benutzung von (71), (75): 

23* 
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.(« ^ «(»)J*) 



= 1+ , ^- , (i_ ^^» l limay=l 






= !+ „.. '^ . -An- 



ilin . . . Iik-|.in Zf(jk4.i)(n) 

Somit besteht zwischen Tn"^^^ und r»^ der Znsammenhang: 






5?'(r?r rlimr«=l, 



^ft) «;n»'«7 riimr, =1, 



oder auch: 

woraus folgt: 

lim n(f?+» - 1) = lim n(r?> - l) . 

ii=oo n=oo 

Da aber för ifc = 1 gemäss (76) der Grenzwert — ~ 
resultiert, so ist allgemein, was zu beweisen war: ^ 

(77) limnir^—i)=-^. 

Hiermit ist die gesuchte Yerallgemeinenmg der Sätze 
(K.), (N.), 8., 336 n. 349, gewonnen: 

(N'.) ^jDeHniert man den Prozess: 

durch die Kette von Prozessen: 
(73) »(jf=-_i)=cro, ln(Uo-l)=U^, 
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so kommt der Bertrandschen Reihe: 

(64 a) ««n = 



n in ^2 w . . . ?,•— 1 nftn)^ iy,_i (n)(Z,n)*' 

für jeden gegebenen Wert von o die Eigen- 
schaft zu: 
(78) limO;. = a." 

n=QO 

Mit Hilfe der Sätze (M'.), S. 350, und (N'.), ist es nunmehr 
möglich, nach dem Muster der för die beiden ersten Fälle 
i = 0, 1 befolgten Methode, eine vorgelegte Beihe von positiven 
Gliedern u. mit einer geeigneten Bertrandschen Eeihe zu 
vergleichen. Sobald, von einem gewissen w. an, und für 

einen Index i UA — ^) > a, wo a> 1, so lässt sich, wie 

nahe auch o der Einheit sei, stets ein o' zwischen 1 und a 
so wählen, dass für die mit diesem o' und dem nämlichen % 
gebildete Bertrandsche Beihe Un (64 a), wiederum von einem 

gewissen n an, UA ,^ ) < TJi ( 1 wird, damit aber auch 

-^5l. > _^^ waÄ gemäss (H.), S. 330, und (N'.) die Kon- 

vergenz der vorgelegten B.eihe der u darthut. Entsprechend 
verfährt man im Fsdle a < 1 . Somit gilt das allgemeine 
„logarithmische" Kriterium zweiter Art: 

(in.) „Wird der Prozess ü;(-^) durch 

(73) definiert, so konvergiert oder divergiert 
eine Beihe von positiven Gliedern Wh> wenn, 
für irgend einen Index i und von einem 
gewissen n an, TJi stets grösser bleibt als 
eine angebbare Grösse o (> 1) resp. stets 
kleiner, als eine angebbare Grösse a(<l)." 

Hierbei ist zu beachten, dass wenn das Kriterium (III.) 

för irgend einen Index i erfüllt ist, es von selbst auch fiir 

jeden höheren Index gilt, denn für a ^ 1 werden üi+i , 

TJiJ^% . . . positiv resp. negativ unendlich, sodass gemäss (III*) 

die Beihe der u konvergiert resp. divergiert. Demnach 
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umfasst das Kriterium (in.) die früheren (L), (11.), 
(Ha.), (Hb.), (IIc). Auch im ÜbergangsfaUe (59), 8. 344, 
von (IIc): 



wird: 



n(— l] — l = ^,]impn endlich, 



U^^ln 



n\ 



u> 



Wn + l 



■) 



In 
n 



also lim Ui=^0, mithin divergiert die Reihe der u, wie 
dort angegeben. 

Das Kriterium (III.) lässt sich in eine gedrängtere 
Gestalt bringen, wenn man direkt von der Entwickelung 
(72) von (70); S. 351 u. 354, ausgeht. 

Sei für eine vorgelegte Reihe von Gliedern v: 



V. 



n 



80 erhält man unmittelbar: 



> 



w. 



H 



Wfi + 1 



lim 



V, 



In 



'«+1 



(n + 1) l(n+l)... li(n + 1) 
nln...lin 






und da das Entsprechende bei der Voraussetzung: 



V, 



V, 



< 



Un 



gut: 
limf-^-^ 



W + 1 



%i+l 



+ l)Kn+l)...?,( n + l) j ^ g-l 



nln . . , liU 



so hat man damit das von Bertrand aufgestellte, mit (ILL.) 
inhaltlich gleichwertige, wenn auch für Anwendungen weniger 
geeignete Kriterium zweiter Art: 

(HI'.) „Eine Reihe mit positiven Gliedern v» 
konvergiert resp. divergiert, jenachdem: 



kn^ 



lim |L,.w-^^^^ Liin + 1) 



> resp. < O.*' 



§ 22. Anw. auf die Reihe: u^ = — , wo lim a = 1 (von oben her). 359 

Um eine Anwendung des Kriteriums (ÜI.) zu geben^ 
betrachte man den Fall der byperharmonischen Beihe: 

1 

wo sich jetzt aber o = a{n) selbst bei wachsendem n der 
Einheit von oben her unbegrenzt nähern möge: 

(79) Wn==^, a^l+j^ylimf(n)^+co. 

Nach dem einmal erweiterten Mittelwertsatze fOr (l-f- e)", 
o>l, 0<e<l hat man : 

(1 + e)" = 1 + ae + "^" ~ ^K \l + dfi)»-« 

(80) /_ 

= 1 + aß jl H ^ — €Q}f lim ^ = 1 . 



Im vorliegenden Falle e = — wird also: 

lim ^„ =a 1 . 

«=00 

Da der Grenzwert lim Üq=1 von oben her (S. 339) erreicht 

w=oo 

wird, muss man zu Ui übergehen. Gemäss (79), (81) wird: 

Setzt man demnach: 

so konvergiert oder divergiert gemäss (lü.) die Reihe (79), 
jenachdem lim jin ^ 1 ist. 

Im Ubergangsfalle lim :t„ = 1 gehe man zu U2 über: 

(Sr) U,==lMUi—l)=hn^{nn-l) + ^j, Hmrjf^^l. 
Ist im besonderen jr„ konstant = 1, so wird lim CTj = , 
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}_ 



nnd die Beihe (79): u^ = p divergiert Andernfalls 

setze man wiedemm: ^ '** 

and {7} nimmt die Gestalt an: 

lim 17, - lim A^ . 

Hier wiederholen sich die an (8r) geknüpften Schlüsse. 
Nimmt man daher mit dem Exponenten o in (79) die zu 
Ui (13), S. 354^ analogen^ nur im Anfang um einen Schritt 
verkürzten Prozesse Vi vor: 

(730 V^o) = ln{a - 1), r,{a) = kn(r^- 1) • • -, 

F,(a) = fcn(F,_i-l), 

so hat man das Ergebnis: 

(O.) „Die Reihe (79) tt^=— , wo sich o 

fi 

selbst mit wachsendem n der Einheit un- 
begrenzt von oben her nähere, konvergiert 
oder divergiert, jenachdem für irgend*) einen 
Index i Hm Vi{o) > 1 oder < 1 ausfällt « 



n = oo 



Dies überträgt**) sich unmittelbar auf die Reihe (64a): 

1 

nlnl^n ... (Z,n)*' ' 



*) Es jdebt allerdiDgB extreme Fanktionen a(n), wo fflr jeden 
Index i lim Vi (a) » 1 wird, wo also das Kriterium (0.) versagt. Das 

M=ao 

Entspreohende gilt bei den ähnlichen Kriterien. 

**) Es bietet aber auch dnrchaas keine prinzipielle Schwierigkeit, 
das Kriterium (III.) aof einen erheblich komplizierteren Fall anzu- 
wenden, wie er z. B. dnrch die Reihe : 

^ 1 

**" "" n*'o (Znf » (l^nf^ . . . [l.nfi 

geboten wird, wo die Exponenten a Fanktionen von n bedeuten, die 
mit wachsendem n — sei es von unten, sei es ron oben her — 
geffen 1 konvergieren. Sind im besonderen alle Exponenten bis 
auf einen beliebig angenommen, so kann man stets über den letzten 
derart yerfögen, dass die Reihe konvergiert oder divergiert. 
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Bildet man jetzt die gegenüber den U (73) um i + 1-Schritte 
verkürzten Prozesse: 

(730 W;.+aa) = Z,+i(n)(a-l), 

Wi^t{o) = li^^{n) . (W;.+ x - 1), ... , 



so gilt: 



(O'.) „Die Reihe (64a): 

1 



nlnl^n . . . (^n)^ A_i(n)(?,n)*' ^ 

wo sich a selbst mit wachsendem n der Ein- 
heit unbegrenzt von oben her nähere, kon- 
vergiert oder divergiert, jenachdem für 
irgend einen IndexJfe(=l,2,3...)lim TFi_|.t(a)^l 
ausfällt.'^ »=« 

Die Vergleichung einer Reihe (2) mit einer geo- 
metrischen (22), hjrperharmonischen (37), Bertrandschen (64 a) 
führte auf Grund des Prinzips (H.), S. 330, zu den Kriterien 
zweiter Art (I.), (II.), (HI.). Ebenso hätte man aber auch 
der Vergleichung das Prinzip (G.), S. 329, zu Grunde legen 
können: hierdurch werden Kriterien erster Art gewonnen, 
die theoretisch wichtig, wenn auch praktisch weniger be- 
quem zu handhaben sind. 

Sei erstens für eine Reihe tfM(2), von einem gewissen 

Gliede an, Un<^ {Q <g <1) d. i. y w» <g y ^o konvergiert 

die Reihe der ui ist dagegen yw»»^5f(>l), so divergiert 
sie. Das ist das ebenfalls von Cauchy herrührende Kri- 
terium erster Art: 

(la.) „Eine Reihe mit positiven Gliedern u^ 
konvergiert resp. divergiert, wenn, von 

einem gewissen Gliede an, fw» <flr, resp. > g 
ist, wo unter g eine angebbare positive 
Grösse < 1 resp. > 1 zu verstehen ist." 

Sei zweitens für eine Reihe ^«(2), von einem gewissen 

v^^ Gliede an: 

1 1 

Wn<-7-T-: 7 -rr-x:: < 



nlnl^n..,li^in {liny Li^ i (n) (?,• ri}" ' 

(a>l), (n = r, r + 1, ...), 
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so konvergiert die Reihe der u gemäss (G.) mid (I i 1 .), 
Die fragliche üngleichaiig lasst sich in die Grestalt setzen: 

oder nach abermaliger Logarithmierong: 

1 



(«3) ^^^<L-M 



(84) o < l 



Li^i(n)Un' 



Entsprechend ver£ahrt man för a<l. Damit ist das 
von Bertrand aufgestellte Kriterium erster Art abgeleitet: 

(Ula.) ^^Eine Reihe positiver Glieder u^ 
konvergiert oder divergiert, jenachdem 

1 



l 



L4^l(n)Un 



bei beliebig wachsendem p stets oberhalb 
resp. stets unterhalb einer angebbaren Grö^e 
a(>l resp. < 1) bleibt^ 

Die Theorie der Konvergenz- resp. Divergenzkriterien 
lasst sich noch erheblich weiterführen, wenn man als Ver- 
gleichsreihen solche von möglichst idlgemeinem Charakter 
wählt. In um£Etösender Weise hat das Pringsheim*) aus- 
geführt 

§23. Fortsetzung. 

unendliche Reihen mit positiven und negativen Gliedern. 

Für unendliche Reihen: 

(2') Vo + Vi + V2 + . . . +Vn + . . . + Vn^p+ . . ., 

deren einzelne Glieder beliebig positiv oder negativ sein 
können^ ist die Definition (A.) (S. 318) der Konvergenz resp. 
Divergenz wie folgt zu modifizieren: 

^) Math. Ann. 36 (1890), S. 297 ff. Vgl. auch den Artikel I A 3 
der Enoyklopftdie der mathematischen Wi88en8chaften,.aaf den über- 
haupt hinsichtlich der §§ 22, 23, 24 verwiesen sei. 
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(A.') ,J)ie Reihe (2') mit positiven und ne- 
gativen Gliedern v heisst konvergent, wenn 
n stets so hoch gewählt werden kann^ dass 
der absolute Betrag des Bestes: 

für jedes p unter eine vorgegebene, beliebig 
kleine (positive) Grösse rj heruntergedrückt 
werden kann: 

(•^') \Iin,,\<rii 

lims„ = 5 heisst dann die Summe der Reihe 
(in der Anordnung (2')). Andernfalls heisst 
die Reihe (2') divergent, und zwar eigentlich, 
wenn |-Bn,p| bei beliebig wachsendem n un- 
endlich gross wird, dagegen uneigentlich 
divergent {oscillierend, schwankend), wenn 
Bn^pl Überhaupt keinen festen Grenzwert 
besitzt."*) 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, dass bei kon- 
vergenten Reihen lim Vn=^0 sein muss. 

Wiederholt sind wir bisher auf „alternierende" 
Reihen (2') gestossen, d. h. solche, deren Glieder, wenigstens 
von einer gewissen Stelle ab, abwechselnd positiv und negativ 
sind, und, absolut genommen, niemals zu- und mit wachsen- 
dem n unbegrenzt abnehmen. Und zwar ursprünglich auf 
endliche Reihen solcher Art (S. 118 ff., 123, 137, 264, 267, 
271, 285, 293, 296), sodann auch auf unendliche (8. 266, 
267, 271). 

Das für endliche alternierende Reihen in § 12 (22 a), 
S. 121 gefundene Fehlergesetz lässt sich mit geringen Ab- 
änderungen auf unendliche Reihen solcher Art: 

(85) Wo— Wi + % — %+... + (-l)**Wn + (— 1)'* + 'Wh+i + ... 

+ (— If-^Ptln^p + ... (Wn+l < .««w, limM« = 0) 

übertragen, wo die u, wie früher, positive Grössen (> 0) be- 

*) Das Letztere tritt offenbar bei der berühmten Reihe 
1 — l-)-l — l-f-**- oii^- Über eine systematische Konstraktion 
solcher osclUierenden Reihen siehe weiter nnten die Anm. auf S. 866. 
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zeichnen^ und wo der f^fachheit halber der ständige Vor- 
zeichenwechsel nebst der Bedingung «»,+i <Uh bereits vom 
ersten Gliede an eintrete. Sei erstens n gerade. Dann 
lässt sich Bn^p {V) in eine der beiden Gestalten setzen: 

(86a) i?H,p = (ti„ — W«+i) + (Wn+2 — ««»•+8)+( ) + () + •.., 
(86b) i2n,y = W« — (Wn-f-l — ^+2) — (Wn+8 — Wn+4) — ( ) 

-()-... 

Hier ist nach der Voraussetzung keine der Klammem 
negativ; die letzte ist entweder von der Form (w„4.p_2 
— Wh+p— i) oder aber tin-{.p^i, und im ersteren Falle kann 
man sich stets p so gross gewählt denken^ dass nicht alle 
Klammem verschwinden. 

Aus (86 a) folgte dass Bn,p sicher positiv ist^ und zwar 
> (w» — Wh+i), sodann aus (86b), dass iJ„, p <w„ wird: 

(87) M», — Un^ 1 < jR», p < Wn (n gerade). 

Im Falle eines ungeraden n ist offenbar nur der jetzt 
negative Rest Bn^p in (86a), (86b), und damit auch in (87) 
durch seinen absoluten Wert zu ersetzen. Da aber lim «», « 0, 
so ist damit das „Leibnizsche^^ Konvergenzkriterium er- 
wiesen: 

(IV.) „Eine alternierende Reihe ( — 1)" «h> 
(w„>0, n = 0,l,2,...), deren Glieder, absolut ge- 
nommen (wenigstensvon einer gewissen Stelle 
ab) niemals zunehmen und bei wachsendem n 
den Grenzwert Null haben, konvergiert: 
bricht man die Reihe hinter einem Gliede 
mit geradem resp. ungeradem Index ab, so ist 
der begangene Fehler negativ resp. positiv, 
und, absolut genommen, kleiner als das ab- 
solut genommene erste Glied des Restes.^' 

Als Beispiele dienen die oben zitierten Entwickelungs- 
fälle för e"", sin x, cos x, 1(1 + x), (1 + x)*^, arctg x, wenn 
man sie sich ohne Restglied als selbständige unendliche 
Reihen vorgelegt denkt 

Ist eine Reihe (2^) keine alternierende, so wird man ihre 
Konvergenzuntersuchung auf die einer Reihe (2) mit nur 
positiven Gliedern zurückzuföhren versuchen: eine solche 
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erhält man jedenfalls, wenn man sämtliche Glieder Vn in (2^) 
durch ihre absoluten Beträge Un =^ \vn\ ersetzt. Dann gilt: 

(P.) „Eine Reihe von positiven und nega- 
tiven Gliedern Vn konvergiert, sobald es die 
Reihe der lt;„| thuf 

Denn es ist | jR»,|,| = | v» + Vh+i + . . . + t;„+p_i | <Wh 
+ Wn+i + • • • + Ww+p— 1, und da das letztere Aggregat fiir 
liinn=scx> den Grenzwert Null hat, so auch |i?»,p|. Daher 
nennt man die Reihe der v in diesem Falle absolut kon- 
vergent. Man beweist dann ganz, wie auf S. 328, dass die 
Reihe der v denselben Grenzwert behält, gleichgültig wie 
ihre Glieder umgestellt werden. Denn man hat nur in der 
dort bewiesenen Ungleichung: s^a-\-i — 5„< Um,« beiderseits 
die absoluten Werte zu nehmen, damit sie auch nir den vor- 
liegenden FaU gültig bleibt. In diesem Sinne nennt man 
die Reihe der v unbedingt konvergent. 

Wir wenden uns nunmehr zu dem zweiten Hauptfalle, 
dass die Reihe der \vn\ divergiert. Die positiven Glieder v 
der (2^ seien mit u, die negativen mit — t^ bezeichnet, und 
es sei für den Augenblick eine doppelte Numerierung ge- 
stattet, sodass sowohl der Index von u, wie der von i/ alle 
Werte 0, 1, 2, . . . durchlaufen möge ; die Summe der ersten 
n Glieder u sei mit Sn, und die der ersten w' Glieder t4f mit s'»- 
bezeichnet. 

Falls die Reihe der |i;| divergiert, muss entweder die Teil- 
reihe der M, oder die Teilreihe der uf, oder endlich jede 
von beiden divergieren. Wenn aber nur eine der beiden Teil- 
reihen divergiert, etwa die der u, die der u' aber konvergiert, 
so kann man im Reste Bn^p, wie gross n auch sei, stets p 
so hoch annehmen, dass Rn^p jeden vorgegebenen positiven 
Wert überschreitet. Dann ist die Bedingung (5^ nicht er- 
füllt, und die Reihe (2^) divergiert nach + oo (resp. — o6). 

Falls dagegen beide Teilreihen der u und u' divergieren, 
so kann überhaupt nach Riemann die Reihe der v bei 
geeigneter Umordnung der Glieder jeden beliebig vor- 
gegebenen Wert g als Grenzwert besitzen. Man vereinige 
zu dem Zwecke, faUs etwa g positiv ist, in der Reihe (2') 
fortschreitend, so viele positive Glieder Wo, ^i, ...Ww_i, bis 
deren Summe Sn zum ersten Male g übertrifft, sodass also: 
5h— 1 < fl' < 5n. Alsdann vereinige man mit 5„, wiederum in 
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der Beihe (2^ von vom beginnend, so viele negative GKeder 

— fij, — Mi, • • • > — w*'— 1^ bis das erhaltene Aggregat «im 
ersten Male unter g heruntersinkt, sodass: Sn — ^^<9<^ 

— sfn'—\ wird. Nunmehr addiere man zu Sn — si' wiederum die 
positiven «»,,«^+1, ...,«»n-p-i, bis 5,^+p_-i— 'sJ/ <g < s^^p — ^ 
wird, und subtrahiere soviel Glieder f4',fi{,'_|_i,..«i'+p'_i,bi8 
»H-fp — si'+/ <9 < SnJfp — si'4.p'_i entsteht, u. s. w. Dieser 
Prozess lasst sich ersichtlich infolge der Divergenz der beiden 
Teilreihen der u und der uf unbegrenzt fortsetzen. 

Die Differenzen zwischen g und dem jedesmal erreich- 
ten, abwechselnd zu grossen und zu kleinen Werte sind, 
absolut genommen, kleiner als resp. Sn — ^m-i = f^— ly 

— wi'+i/-i u. s. w., sinken also, da sowohl limiiH = 0, wie 
lim mJ,' = 0, unter jede positive Grenze. *= * 

fl/ = OD 

Analog ist der Vorgang, falls g negativ gewählt worden 
wäre. Damit ist der Satz bewiesen;*) 

(Q.) „Mittels einer Reihe von positiven und 
negativen Gliedern w, resp. — W kann man, 
falls jede der Teilreihen der u und «'diver- 
giert, vermöge geeigneter Gliederumstellung 
jeden vorgegebenen Wert als Grenzwert er- 
reichen. Falls aber nur eine der Teilreihen 
divergiert, die andere konvergiert, diver- 
giert die vorgelegte Beihe gegen + oo resp. 
— oo." 

Im ersteren Falle sagt man, dass eine Reibe (2^) von 
positiven und negativen Gliedern t;„, die bei der durch (2Q 
vorgeschriebenen Anordnung der Glieder einen bestimmten 

*) Das Riemannsohe Verfaliren lässt sicli noch mannigfach modi- 
fizieren. Nimmt man z. B. ein beliebiges Intervall (a, &) (& > a) als 
gregeben an, so vereinige man, in der Reihe (2^) fortschreitend, so 
viele positive Glieder i«, bis man gerade d überschritten hat, sodann 
so viele negative Glieder — u\ bis man gerade unter a heranter- 
gesnnken ist u. s. w. Anf diese Weise wird bei wachsendem Index n 
die Snmme 8n der ersten n Glieder der so umgeordneten Reihe im 
Intervalle (a, h) hin und her oscillieren, d. h. 8n wird das Intervall 
unendlich oft hin und her durchlaufen, und zwar lässt sich, wenn g 
irgend ein Wert zwischen a und h ist, n stets so hoch wählen, dass 
für diesen Wert von n der absolute Unterschied \sh — g\Kv wird, 
wo ri eine beliebig kleine vorgegebene (positive) Grösse ist. 
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endlichen Grenzwert besitzt^ während die Eeihe der |i;„| 
divergiert, bedingt konvergiere. 

Dann liefert die Kombination von (P.) und (Q ) den 
erweiterten Satz: 

(V.) „Eine Reihe mit positiven und nega- 
tiven Gliedern v konvergiert dann und nur 
dann unbedingt d. h. bei beliebiger GHeder- 
umstellung gegen einen und denselben end- 
lichen Grenzwert, wenn sie absolut konver- 
giert d. h. wenn die Reihe der \v\ konvergiert." 

Ein instruktives Beispiel für die Wertanderungen, die 
eine Reihe (2') gemäss (Q.) infolge von Gliederumstellungen 
erleidet, liefert die in § 20 (13), 8. 271 für 12 aufgestellte 
alternierende Reihe: 

Lässt man hier auf p positive Glieder je q negative 
folgen, und denkt sich diesen Prozess w-mal vorgenommen, 
so erhält man ein Aggregat Snp,nq von n{p-]-q) Gliedern, 
das, mit der Reihe für 12 verglichen, gemäss (IV.) zu den 
Relationen fuhrt: 

(a) i[2-5,^, „, = --{-—- + -q:;2 + ... + —^ 



(b)Z2— 5np,n<,= +2' 



+ 



^P + 2 ^^+2 



+ ...+ 



(P>ü), 



>+Iib, 



nq 



wo Ra, Bb positive Reste < 



resp. < 



2. 

{P<Q)> 
1 



2np + l "~~^' ^2nq+l 
bedeuten. Um die rechts stehenden Klammergrössen aus- 
zuwerten, bedienen wir uns wiederum (wie schon in der Anm. **) 
8. 350 ff.), um hier nicht die Integralrechnung heranzuziehen, 
der in § 3 entwickelten geometrischen Bestimmung der 

Quadratur der gleichseitigen Hyperbel y = - • Im Falle (a) 
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errichte man in den Punkten x » nq, nq-\- 1, . . .,np der 
Abscissenaxshse die positiven Ordinatenlinien^ und lege durch 
die zugehörigen Hyperbelpunkte Parallelen zur o^-Achse; so 

wird der über der Strecke (nq, np) stehende Flacheninhalt J^| , 
der nach § 3 8. 28 in Verbindung mit § 12 (IV.) S. 128 den 

Wert Z— =s Z— hat, von den Summen der zu erossen resp. 

nq q ^ ^ 

zu kleinen, über den Teilintervallen (nq, nq -\-l), (nq+ 1, 
nq + 2), .., {np — 1, np) stehenden Rechtecke eingeschlossen; 

die Differenz beider Summen ist^ ^. Somit erhalt man 

nq np 

für die rechts von (a) stehende Klammergrosse, als Sunune 

der zu kleinen Rechtecke: 

ü y^Q + 1 nq + 2 np) n\q p) 

wo die links stehende Differenz positiv ist, d. h. es ist Z — 

der Grenzwert der fraglichen Elammergrösse für Ihn n » oo. 
Analog ergiebt sich im Fall (b), wo p <q: 



(bO l 



»«-2 



»i'-2 





f_ 


1,1, 




1 ' Q 1 




[»i' + 2 «P + 2 


<l\ 


r 1 1 


1 1 



+ 






und da: 



so ist jetzt 



lim l 

n= Oft 



»«-2 



1 P 



np-- 



l^^-l^ 



p q 

der Grenzwert der fiaglichen Klammergrösse. Da endlich 
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in (a), (b) iJ«, Rb bei wachsendem n gegen Null konvergieren, 
so hat man in beiden Fällen: 

lim Snpy nq^^ vd -f- — L — • 
«=00 d Q_ 

Würde man auf die letzten q negativen Glieder nochmals p 
positive folgen lassen, so unterschiede sich das so entstehende 
Aggregat s^^^^p^^q von s^p^^q um die Summe: 



+ o..^ . o + »>> + 



die offenbar < - — , also ebenfalls für lim n = oo gegen 

Null konvergiert. 

Damit ist der von M. Ohm herrührende Satz abgeleitet: 

,,Ordnet man in der Reihe für 12: 

.2^3 4^^*^^ ^ n^'" 

die Glieder derart um, dass immer auf p posi- 
tive q negative Glieder folgen, so konver- 
giert die neue Reihe gegen den Grenzwert 

2 q 

Dieser Satz ist nach Schloemilch übertragbar*) auf 
alle konvergenten alternierenden Reihen w« = ( — Vj^'^^dnj 
die im wesentlichen denselben Charakter besitzen, wie die 
Reihe für 12, dass nämlich die a positiv, und lim wa» ein 
endlicher Grenzwert g (inkl. 0) ist. Nach dem Muster (a) 
{p> q) beträgt die Wertänderung, die entsteht, wenn man 
wiederum auf je p positive q negative Glieder folgen lässt : 



*) Ganz allgemein hat solche Wertftnderungen, die bedingt kon- 
vergente Reihen durch Gliederumstellangen erleiden, Pringsheim 
nntersncht; Mathem. Ann., Bd. 22 (1883) S. 455 ff. 

W. Fr. M e y e r , Differentialrechnung. 24 
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Iiin{a2(wg4-i) + ^(Hg-j-2) + .. . + (http} 



«=eo 



1 f 2(ng + l)o2(«,+i) , 2(ng + 2)og(»,+2) , 

= 2„T«\ nq+i + ;:^T2 +••• 



+ 






}■ 



Denkt man sich n bereits so gross ^ dass för jeden 
Index V innerhalb der geschweiften Klammer va^ in den 
Grenzen gf + e und g — e eingeschlossen ist, so ist der Wert 
des Klammerausdrucks eingeschlossen in den Grenzen: 



und 



Mit Kücksicht auf (a^ ergiebt sich somit: 

lim {a2(ng4-l) + «2(n?+2) + . . . + (hnp} 



« = 00 



= -Z^. lim vay = ^g-l^, 

und das nämliche gilt im Falle (b), wenn p <qi 

„Unterwirft man eine konvergente alter- 
nierende Reihe t«w=*( — 1)**+^«»» wo die a 
positiv und limna„ ein endlicher Grenzwert^ 



n=« 



(inkl. 0) ist, einer solchen Gliederumordnung^ 
dass man stets auf p positive Glieder q ne- 
gative folgen lässt, so besitzt die neue Reihe 
einen Grenzwert, der den der alten um 

1:9-1— übertrifft." 
2^ q 



00 
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§ 24. Fortsetzung. 

Unendliche Produkte. 

In § 20, S. 278ff. wurde bewiesen, dass der absolute 
Wert des n*®° Binomialkoeffizienten m„ einer Grösse m bei 
unbegrenzt wachsendem n den Grenzwert resp. + oo besass, 
jenachdem m + 1 > resp. < war. Schreibt man: 



ml \m — 1| m — n+ 1 



^ 1 Z n 



=* n / 2 • • • /n > 



wt 1 1 

so ist der i^ Faktor fi == 1 -r— (sobald i > m + 1 

t 

genommen wird). Da die harmonische Reihe (s« 8. 325): 

w=l n=l 

divergiert, so wird man auf die allgemeinere Frage geföhrt, ob 
ein nach irgend einem Gesetze unbegrenzt fortsetzbares 
Produkt von der Gestalt: 

(88) /o A •../»».. . fn-{-p . . . = (1 — t*o) (1 — Wi) . . . (1 — w„) . . . 

(1 Wm-|-p)-».> 

wo (wenigstens von einer gewissen Stelle an) alle u positiv, 
lim M» = und die Reihe der u divergiert, stets den Grenz- 
wert besitzt? Seien von w, an alle u positiv und be- 
reits < 1, und V ^i, so folgt aus (1 — iiyy = (1 — Uy) (1 + Uy) 



i e. 1 — w« = 



1 — ul 

l+Uy ' 



(89) 1_,«,<^^,V(1-M,)<^^ 



n(i + K) 






Da aber iT(l + w^) == 1 + 2*«*^ + positiven Gliedern, und 



v = « v=« 



nach Voraussetzung 2uy bei wachsendem n jede Grenze 

24* 



CO 
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Überschreitet; so ist in der That lim 17(1 — m^) = 0. Man 

hat also den Satz: 

(R.) „Ein unendliches Produkt von der 
Art: (1 — t*o) (1 — Wi) . . . (1 — Wh) . . . , wo die u 
(wenigstens von einer gewissen Stelle an) 
positiv sind und limw„ = 0, während die 
Keihe der u divergiert, hat den Grenzwert 
Null, dagegen das Produkt (1 + t*o)(l + ^i). . . 
(1+Ww)... den Grenzwert unendlich."*) 

Ein zweiter Beweis geht mittels der Ungleichung: 
l >x{0<x<l) (s. S. 326) hervor. Danach gilt für 

X ~~~ CO 

den natürlichen Logarithmus des reziproken Wertes von 
"^17(1 — Uy) : 

11(1 — Uy) y=i y=i 



Uy, 



V = l 



*) Wendet man dies an auf die divergente Bertrandsche Reihe (S. 827) : 
tw = ^r7~\ > J^» (♦*) = — 1 — i i — I 80 hat das unendliche Produkt mit 

dem allgemeinen Faktor /n=l — y ^ resp. /nl= + t / \ ^^^ Grenz- 

wert Null resp. Unendlich. Hieraus geht sofort das Kriterium hervor: 
„Wenn bei einem vorgelegten unendlichen Produkte positiver Faktoren 

Li{n)(fn — 1) =Li{n) < ^ 1> bei beliebig wachsendem n stets < 

resp. stets > bleibt, so hat das Produkt den Grenzwert Null resp. 
Unendlich." Denn wenn (von einem gewissen n ab) stets Li{n){fn — 1) 
< — g bleibt, wo g eine feste positive Grösse bedeutet, so ist auch 

/n < 1 — r , \ 1 ndthin hat das fragliche Produkt umsomehr den 

Grenzwert NuU, als dies für das Produkt mit dem allgemeinen Faktor 

fn=l — r . X ^®' ^^ i**« ^^d entsprechend, wenn Li(n)(fn — 1)> ^, 

so ist auch ^w > l + j. , , und das fragliche Produkt wird st&rker 
unendlich, als das mit dem allgemeinen Faktor /ti = 1 -j- . . 
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mithin hat l für lim w = cx> den Grenzwert + c», 

n{i—Uy) 

also auch selbst. 

v = n 

77(1 — w^) 



y = « 



Da aus verschiedenen Gründen*) der Fall, wo ein 
unendliches Produkt den Grenzwert besitzt, als ebenso 
Singular anzusehen ist, wie der Fall, wo es den Grenz- 
wert oo hat, so schliesst man bei einer allgemeinen Kon- 
vergenzdefinition besser auch den ersteren Fall aus und be- 
zei(^et ihn mit Pringsheim als Divergenz nach (wie 
im letzteren Falle nach c»). 

In Analogie mit der Erscheinung einer konvergenten 
Reihe (S. 317) wird man von einem „unendlichen" d. h. nach 
irgend einem Gesetze unbegrenzt fortsetzbaren Produkte: 

(91) /o fi ... /n— i fn /n+l • • • fn-\-p-l f»-\-p ' • • 

zunächst das Produkt i7„ aus den n ersten Faktoren ab- 
spalten : 

(92) i7n = /-o/i.../n_i, 

sodann den „Eest*^ oder das „Restprodukt" P„,p von p 
Faktoren bilden: 

("ö) Xn, p = jj == In /M-f l • • • /n-fjp — 1 f 

und für letzteres Konvergenzeigenschaften festsetzen, die bei 
beliebig wachsendem n von der Grösse der Zahl p un- 
abhängig sind. 



*) Für solche Produkte mit dem Grenzwert trifft n. a. das 
fundamentale Gesetz, „wonach ein ans einer endlichen Anzahl von 
Faktoren bestehendes Produkt dann und nnr dann yerschwindet, 
wenn wenigstens einer der Faktoren verschwindet^S nicht mehr zu. 

Der inoere Grund, weshalb die beiden Fälle des Grenzwertes 
resp. oo für unendliche Produkte als wesentlich gleichberechtigt 
erscheineo, tritt deutlicher hervor, wenn man, wie weiter unten (S. 877), 
statt des Produktes seinen Logarithmns untersucht; der letztere wird 
dann nnd nur daun unendlich, wenn sein Argument entweder gegen 
oder aber gegen -|-<>^ konvergiert. 
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Soll das unendliche Produkt (91) der f gegen einen 
bestimmten Grenzwert 11 (sc. exkl. 0, oo) konvergieren, so 
ist dazu'*') ersichtlich notwendig und hinreichend, dass für 
ein genügend hoch gewähltes n der Wert von i7„ (92) durch 
Hinzufügung des Produktes P„, p (93), für jeden Wert von jo, 
nicht mehr wesentlich geändert wird, d. h. dass sich P», p 
von der Eioheit nur um eine positive oder negative Grösse ri 
unterscheidet, die für lim n = oo den Grenzwert Null hat. 
Femer ist für die Konvergenz von (91) gegen 11 offenbar 
erforderlich, dass, wenigstens von einer gewissen Stelle an, 
alle Teilfaktoren f positiv sind; der Einfachheit halber darf 
man festsetzen, dass das von Anfang an der Fall ist, sowie, 
dass jeder Faktor f bereits < 2 ist. Danach wird man zu 
folgender Definition geführt: 



*) Ans dieser, in (95) fixierten Bedingang folgt, dass man n so 

hoch, > V wilhlen kann, dass das Produkt nn'\-p für jeden Wert 

von p zwischen den Werten /^^(l -\-gv) nnd i7y(l — Qv) enthidten ist, 

wo Qv eine vorgeschriebene, feste, positive Grösse < 1 bedeutet d. h. 

üv kann, wie gross auch n werde, weder eine gewisse obere Ghrenze 

IIv {\ -\- gv) überschreiten, noch unter eine gewisse untere Grenze 

IIv (1 — gv) heruntergehen, womit die beiden Fälle der Divergenz 

nach oo resp. ausgeschlossen werden. Aus 



Hn-^p __ j 



^ — r/Ti — ^^ 



Hu 
folgt dann weiter, dass: 

ITin+p — nn] < V \nn\ < V |^v| {i + gv) , 

also |-/In-f p — Iln I bei genügend hohem n und für jedes p unter eine 
beliebig klein vorgebbare (positive) Grösse e = fj |/7r| (1 H-^^v) herunter- 
gedrückt werden kann. Damit erscheint der Grenzwert vonün 
für lim n = oo als Grenzwert einer Fundamentalreihe. 

(S. 818 ff.). 

Umgekehrt, wenn für ein unendliches Produkt [Iln-^p — /7fi| < «, 
so kann zunächst |/7« | eine gewisse obere Grenze nicht überschreiten. 
Fügt man dann ausdrücklich die Forderung hinzu, dass |/7»1 auch 
unter eine gewisse untere Grenze y(>0) nicht heruntersinken soll, 
(womit die Divergenz nach ausgeschlossen wird), so ergiebt sich 
wiederum : 

|i7w+p — /7n| ^ s 6_ 

\nn\ ^\nn\^Y 



d. h. die Bedingung des Textes (95): jj 
wo 97 = — beliebig vorgeschrieben werden darf. 



n^ — l\ <^ ist erfüllt, 
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(A".) „Ein unendliches Produkt: 

(94) /"o/i .../n.../*n+p...=-(l +Vo)(l +Vl)...(l + ^n)... 

(1 +Vn+p)...y 

WO die V positive und negative Grössen sind, 
die, absolut genommen, unterhalb der Ein- 
heit liegen, heisst konvergent, wenn sich n stets 
so hoch wählen lässt, dass für jedes 2>: 

(95) |Pn,p-l|<^ 

gemacht werden kann, wo rj eine beliebig 
klein vorgegebene (positive) Grösse bedeutet, 
und wo unter P^, p der Rest (das Bestprodukt): 

(9o) Xn, p *= ~~ff =/»»••• At+p — 1 = (1 "T '^w) • • • 

(1+Vn^p-l) 

ZU verstehen ist. Andernfalls divergiert das 
Produkt (94), und zwar entweder eigentlich d. h. 
gegen den Grenzwert oder oo, oder aber 
uneigerUlich (es osciUiert, schwankt), wenn i7„ bei 
beliebig wachsendem n überhaupt keinen be- 
stimmten Grenzwert besitzt.*' 

Aus dieser Festsetzung folgt sofort als eine notwendige 
Bedingung der Konvergenz des Produktes (94), dass 
limi;n='0 sein muss, denn für p = l wird Pn,p — 1 

M=QO 

= l+Vn — l^Vn. 

Wie in dem besonderen Falle (R.), wo alle v negativ 
(resp. positiv) waren und die Summe der v divergierte, wird 
man auch im allgemeinen Falle (94) die Untersuchung der 
Konvergenz resp. Divergenz des Produktes der 1 +v auf 
die der Reihe der v zurückzuführen versuchen. 

Der nächste Schritt wird sein, dass man die t;„ alle 
positiv annimmt (und, wie früher, mit Un bezeichnet), so, 
dass die Reihe der t; == w konvergiert. 

Denkt man sich das Restprodukt P„, p (93) für den vor- 
liegenden Fall ausgeführt, so ergiebt sich: 

(96) P„ , p « (1 + M„) . . . (1 + w„ +p_,) = 1 + 5i + 52 + . . . + Sp, 

wo unter s,- die Summe der Produkte der m zu je i ver- 
standen sei. Zwischen den s,- bestehen einfache Ungleich- 
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ungen. Führt man nämlich das Produkt Si s^ aus, so ergeben 
sich einmal die Glieder von 5,4.1, und zwar jedes i-mal, 
sodann noch weitere positive Glieder, sodass man hat: 

s,-|.i<— r-*, und hieraus successive: 

2 8 4 

. ^ ^l « ^ ^1 ^2 ^ ^l ^ ^ ^1 ^8 ^ ^1 

also allgemein: , 

(97) s,<J. 

Damit geht aus (96) die Ungleichung hervor: 

(98) p„,p<i + s, + | + . .. + £?. 

Da infolge der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe 
der u die Restsumme 5i = ««»^ + . . . + w„+|,_i bei wachsen- 
dem n beliebig klein gemacht werden kann, so wird Pn^p, 
das sicher > 1 ist, von der Form: 

(99) P«,p = l + 6n, en>0, lime„ = 0. 

Denn die rechte Seite von (98) konvergiert (s.Formel(31), 
S. 332), und zwar mit wachsendem p gegen e®i. Damit ist 
die Konvergenzbedingung (A".) erfüllt, und zugleich eine Ab- 
schätzung des Bestes Pn^pf wenn n ~ r gegeben, und p be- 
liebig gewählt wird: 

(S.) „Ein unendliches Produkt (1 + Mq) 
(1 + %) , . . (1 + «^,) . . . konvergiert, wenn die u 
positiv sind und die Reihe der u konvergiert; 
bricht man hinter dem v^^ Faktor 1 + Wy— 1 ab, 
soistdasRestprodukt Py^p <e^ , wenn Ji^^p = m^ 
+ My+i + .. . + Wv+j,-! für jedes ;p^ B^ ist, d. h. 
der „Fehler^^y oder der Uberschuss des Restes 
Py^p über die Einheit ist positiv und fällt 
<^e^ — 1*) aus/^ 

*) Bedient man sich der AbscbätzungBregel des § 12 (V), 

S. 137, 80 wird z. B., sobald Ä < 2, e^ — 1 < ^, also um so 

mehr der „Fehler" Pv , p — 1 < -^-^ . 2 

"2" 

Die nemlicbe Bemerkung gilt für die weiter folgenden Febler- 
absohätzungen (98'), (98''), (101). 
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So könnte man auf elementarem Wege*) fortfahren; 
zum Falle des Produktes (1 — Uq)(1 — %) . . . (1 — ««»)... 
übergehen, wo die u positiv sind und die Reihe der u kon- 
vergiert, biß man zum allgemeinsten Falle des Produktes (94) 
aufsties^e. Indessen ist dieser direkte elementare Weg müh- 
sam; ^ werden es daher vorziehen, mit Cauchy, wie 
schon im Falle (R.), statt des Produktes resp. des Rest- 
produktes dessen (natürlichen) Logarithmus auf seinen Grenz- 
wert hin zu untersuchen. 

Wird dieses Prinzip zuvörderst auf den Fall (S.) an- 
gewandt, so hat man zu zeigen, dass IPn.p für limw^c» 
den Grenzwert Null hat. Nach S. 326 gilt bei positivem w,- 

i=n-\-p — l 

die Ungleichung: Z(l+w,)<w,-, somit ZP„, p<^w, i. e. 



•=n 



< -ßw,p; woraus zugleich wiederum P„,p < e^»>p folgt. 

00 

Sei nunmehr J7(l — w„)=(l— Wo) (1 — %)...(! — %) . . . ^ 



wo die Reihe der positiven w (<1) konvergiere**). Nach dem 
Mittelwertsatze wird: 



*) Eine solche Durchführang hat Pringsheim geleistet: Math. 
Ann. 33 (1889), S. 119. Implizite wird dabei der elementar (nach 
dem Master auf S. 268) beweisbare Satz benutzt, dass, wenn man die 

auf der rechten Seite von (98) stehende Reihe 1 + «i + ^ + . . . 

einmal für 8i, das anderemal für ti bildet, das Produkt beider Reihen gleich 
der ursprünglichen, gebildet für den Wert 8^ + ti wird. Mit anderen 
Worten: es wird das Gesetz e^etf =eP^-\-v verwertet, oder, was dasselbe 
ist, l{xy) =:lx + ly, wenn auch die Funktion Ix nicht explizite ein- 
geführt zu werden braucht. Auf letzterem Gesetz beruht aber die 
Brauchbarkeit und Durchsichtigkeit der weiter unten im Texte be- 
folgten Methode. 

**) Ein einfaches Beispiel hierfür ist das in § 5 (IIb.) S. 48 zu 
Grunde liegende unendliche Produkt: 

cos X • cos -;r^ COS i^ . . . COS x- . . . 

Hier ist, wie sofort dem Mittelwertsatze oder auch der Reihen- 
entwickelung des Cosinus (S. 267) zu entnehmen ist: 

X x^ 1 

/*n= C0S2^^=1 — Wm, "^0 Un<-^~, 

WO also die Reihe der u , abgesehen von dem gemeinsamen Faktor -^ , 
die konvergente geometrische Reihe ^^ (— j ist. Zwei weitere Bei- 



oo 
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1 — *,w,' 



folglich I ? (1 — w,) I < 3 . Da lim w», = 0, so bleiben alle u, 

i — Ui 

von einer gewissen Stelle Uy ab, unterhalb einer festen end- 
lichen (positiven) Grenze u (< 1), dann wird umsomehr: 

\l{l-u,)\<j^(i^v,v + l,...), 



« = y 



mithin ist limZP^,p = 0, lmiPn,p = l, woraus die Kon- 



n=QO u = x 



vergenz des Produktes der 1 — w, folgt, nebst der Rest- 
abschätzung: 

(98') 1 <er:b^"'<,r^M, 

wenn fiir jedes p Bv^p^Hy ist. 



spiele bieten die am Schiasse des Textes in (115) S. 390 aufgestellten 
Froduktentwickelungen für sin x und cos x. Umgekehrt sind die 
reziproken Werte jener Produkte Beispiele für den Typus (1 + t*o) 

(1 4- «t) . . . (1 + w«) . . . 

^ Ry l 

*) Setzt man für den Augenblick ei— « =^, so wird ^ 1 

< e — 1 , also 1 — PvjP < PvypiQ — 1), und a fortiori, da Pv,p < 1 , 
der „Fehler** 1 — Pv,p<^ q — I (wo man auf q — 1 wiederum die 
praktische Abschätzung der Anmerkung auf S. 876 anwenden möge). 
Somit lassen sich die beiden Fälle (98), (98 ^ unter die Fehlerregel 



Py,p — l|<ci— « — 1 zusammenfassen. 

Im Falle (98^) lässt sich die Abschätzung noch vereinfachen. 

Denn da (s. S. 326) 1 — Pv,p<^l j-. 5 — r, so ist a fortiori: 

1 — (l — •tv,p) 
1 — Pv,p <r ^ -^ • 

l — t* 



00 
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Des Weiteren sei das Produkt (94) der 1 — Vi vor- 
gelegt, wo die Vi beliebig positiv und negativ seien^ |i;^| < 1, 
die Beihe der v^ uubedingt (also die Reihe der |i;| =» u gegen 
einen endlichen Grenzwert) konvergiere. 

Von einer gewissen, v*®° Stelle an, bleibt wiederum % 
unterhalb einer festen oberen (positiven) Grenze w(<l); 
dann gilt für positive und negative v: 

1 — u 
also auch in diesem Falle: 

\lPy,p\-^\l{l+V,)*)\<j—^(Ur+U,^^+... + U,+p^l) 



f = v 



wenn der Rest Ry^p =t*y + M^+i +,,. + Uy^p^i der w-Reihe 
für jedes i? < JR^ ausfallt. Das liefert die Konvergenz des 
Produktes der 1 +i;, mit der Restabschätzung: 



(98'0 |P^^^^l|<ei-«--_l. 

Es gilt also, gemäss (V.) S. 367 : 

(T.) „Ein unendliches Produkt: 

(1 + Vq) (1 + Vj) . . . (1 + Vn) . . . , 

wo die Vi beliebig positiv und negativ sind, 
konvergiert stets, falls die Reihe der v un- 



00 

^) Will man überhaupt ein unendliches Produkt 77(1 +Vn) in eine an- 



endliche Reihe umwandeln, so kann man sich einer einfacheren Methode 
bedienen. Es ist /7,,=/7, + (77, — 77^) + (773— 77a) + ... + (77«— 77»-i), 
und da 77v + i — 77r = 77v(l +t;v — l)=77rt;y, so geht das unendliche 
Produkt (gleichgültig ob es konvergiert oder divergiert) über in die 
unendliche Reihe: 77| + II^Vi + TZg v, + . . . + 77w r« + . . . . 

Umgekehrt lässt sich eine vorgelegte unendliche Reihe v^-{-v^ + .,, 



+ Vn + . . . durch das unendliche Produkt: s^ 



«2 h ^i 



. . 



*1 *2 *n — l 



ersetzen, wo wieder 8n die Summe der ersten n (ilieder der Reihe 
bedeutet. 



380 § S^' ^&B Produkt /7(l + Vn) bei bedingter Konverg. der v- Reihe. 



bedingt konvergiert: bricht man hinter dem 
Faktor 1 + Vy^i ab, so gilt für das Rest- 

produkt: \Py^p — 1| < e*— " " — 1, wo alle ji;,|(i=v, 
V +!,...,)< w, und der Rest der |i;|-Reihe: 
\vy\ + i^r+ij + • • • |t?v_|.p_i für jedes p den 
Wert Ri nicht überschreitet/^ 

Es bleibt noch der Fall eines Produktes von Faktoren 
1 + Vi mit positiven und negativen v,- zu erledigen, wenn die 
Reihe der v nur bedingt konvergiert, also die Reihe der 
\Vi\ = Ui divergiert. Dann versagen die bisherigen Schlüsse 
und man muss für 1(1 + 1?,) den einmal erweiterten Mittel- 
wertsatz zu Hilfe nehmen. 

Auf Grund der Definition (A'.), S. 363, ist: 

limiJn, p==Hm(t7n + Vn+i+ ... + t?n+ji-i) = 0, Hm t;„==0. 

w = oo n = oo »=00 

Es ergiebt sich, sobald |i;,| < 1 : 

,(1 +,,)=.,_! __^.(o<^,<i), 

somit: t=v-|-p— i i=v-{-p—i g 

(100) ^^^^^ = 2'^(i + ^') = ^^»p-2.^(r4:^ 

' ' (0<*,<1). 
Wegen lim iJ„^ p = lässt sich bei gegebenem v eine 

« = 00 

feste obere (positive) Grenze ^v angeben, sodass |-Kv,p| für 
jedes p den Wert Qy nicht überschreitet. Von \Vy\ =Uy ab 
sei wiederum Uy < u, so wird : 

«•=y-j-p— 1 2 11 «^y+j»— 1 

1 y ^» 1 1 y» 2 

2 -f^, (1 + ^.•t;,)2 ^ 2 (l-u)^^/' • 

Falls daher auch ^^ v,? konvergiert, also ^^ v] 

bei gegebenem v und beliebigem p eine feste obere (positive) 
Grenze Vy nicht überschreitet, so folgt für den absoluten 
Betrag der linken Seite von (100) die Ungleichung: 

(101) |?p„,,i<e,+ J 1 - 



2 (1— m)2 ' 
und damit: |P,,p — 1| < e " " (»-")* ' — 1 . 



§ 24. Unbedingte und bedingte Koaverg. eines anendl. Prodaktes. 381 
Dann aber wird abermals lim l Pn^ p = 0, und das 



n=oo 



Produkt der 1 + ^i konvergiert gegen einen bestimmten end- 
lichen Grenzwert (sc. exkl. 0), mit der Fehlerabschätzung (101). 

Dass diese Konvergenz indessen nur eine bedingte 
ist, beweist man durch geeignete Faktorenumstellung ganz, 
wie bei der analogen Erscheinung der bedingt konvergenten 
Reihen (s. den Satz (Q.) S. 366). Seien, wie damals, die 
positiven v mit m, die negativen v mit — u bezeichnet. 

Da die Reihe der w, wie der w' divergiert, so diver- 
giert nach (R.) das Produkt der 1 + w gegen Unendlich, 
das der 1 — w' gegen Null. Beiden Produkten (am ein- 
fachsten genommen in der Reihenfolge ihrer Faktoren) lassen 
sich jeweils so viele Faktoren entnehmen, dass ein beliebig 
vorgegebener Wert g *) abwechselnd über- und unterschritten 
wird, während man sich bei hinreichender Fortsetzung dieses 
Prozesses dem Werte g unbegrenzt nähert. 

Diese Schlüsse hinsichtlich der Faktorenumstellung sind 

offenbar ganz unabhängig davon, ob 2v^ konvergiert oder 
divergiert. Tritt aber der letztere Fall ein, so ist 
leicht zu sehen, dass das Produkt der 1 + Vi (in der vor- 
geschriebenen Anordnung (94), wo die Summe der v gegen 
einen endlichen Grenzwert bedingt konvergiert) nur noch 
gegen Null divergieren kann. Denn dann wird ge- 
mäss (100): 

mithin wird, da lim JB„, p = 0, und 2v] divergiert, lim l p — 

positiv unendlich, also IPn.p negativ unendlich, mithin 
lim P„^ p == 0, und damit das Produkt der 1 + Vi selbst. 

Damit ist der Hauptsatz über die unendlichen Produkte 
bewiesen: 



*) Dieser Wert lässt sich auch negativ annehmen, falls man zu- 
lässt, dass das Produkt eine (nach obigem notwendig endliche) un- 
gerade Anzahl negativer Faktoren enthält. 



382 § ^^' Hilfsformeln für cos ma and sin ma. 

(VI.) „Ein unendliches Produkt: 

(1 + Vo)(l + Vi) . . . (1 + Vh) . . . , 

WO die V beliebig positiv und negativ seien, 
und lim t?„ = 0, konvergiert unbedingt, d. h. bei 
jeder Faktorenanordnung gegen einen und 
denselben, (von und c» verschiedenen) 
Grenzwert, dann und nur dann, wenn es absolut 
konvergiert, d. h. wenn die Reihe der \v kon- 
vergiert, und zwar mit der in (T.) angegebenen 
Fehlerabschätzung. 

Wenn dagegen die Reihe der v nur bedingt 
konvergiert d. h. die Reihe der \v\ divergiert, 
so konvergiert das Produkt bedingt, mit der 
Restabschätzung (101), falls die Reihe der v^ 
konvergiert: sobald dagegen die Reihe der v^ 
divergiert, divergiert das Produkt gegen 
Null/' 



Produktentwickelungen von sin x und cos x . 

Als eine der interessantesten Anwendungen der Theorie 
der unendlichen Produkte auf die Elementarmathematik 
sollen zum Schlüsse die trigonometrischen Funktionen sin x 
und cos X für jeden Wert des Argumentes x in unendliche 
Produkte entwickelt werden. 

Drückt man auf Grund des Additionstheoremes der 
Trigonometrie (s. § 20, S. 267) der Reihe nach cos 2 a , 
sin 2 a ; cos 4a, sin 4 a ; cos 6a, sin 6 a ; . . . durch sin a 
und cos a aus, so wird man auf den Ansatz geführt, dass 
bei geradem m: 

(103) cos ma = f„i (sin^ a), sin ma = sin a cos a g^ (sin^ a) 

wird, wo /„», gm ganze Funktionen der bezeichneten Grade 

von sin^ a bedeuten. Um die Formeln (103) allgemein 
zu beweisen, sei deren Richtigkeit für m angenommen; geht 
man dann zum nächsten Falle m + 2 über, so kommt, da 
cos 2 a = 1 — 2 sin^ a, sin 2 a = 2 sin a cos a: 



§ 24. Endliche Prodaktentwiokelaug von cos ma und sin ma. 383 

cos{(w+2)a) = cos ma cos 2a — sin ma sin 2a 

=« fm (8in2a)co8 2a — sin a cos a sin 2a^m (sin^a) 



2 



T-^ 



=/'^+2(sin2a), 



2 



sin{(m+2)a) = sin ma cos 2a + cos ma sin 2a 

=« sinacosaco82a^m (sin2a)+/Iii(8in^a)sin2a 



2 



— 1 



2 



= sin a cos a^r«, (sin^ a). 



Da aber für m = 1 das Gesetz (103) erföllt ist^ so gilt 
es allgemein. Berücksichtigt man noch, dass für sina = 

einerseits cos ma == 1 wird, andererseits ^.^ ^ = m (§ 17 (I.) 
S. 210)^ so hat man den Satz:*) 



sma 



(ü.) „Ist m eine gerade natürliche Zahl^ 

so sind: 

, sin (ma) 
cos (ma) und 



ganze Funktionen 



m 



ten 



m sm a cos a 



(m \^^ 
'• 1 2 - V 



Grades 



g— resp. 

von sin^a^ deren «konstantes d.h. von sin a 
freies Glied gleich 1 ist." 

Nun verschwindet cos ma für die m innerhalb des Liter- 

(7t 7t\ 

— "9 ' + ~9 ) gelegenen und voneinander verschiedenen 

Winkela = +-^ 1 (ä = 0, 1, 2... — ^ — 1, oder, was 

lim m \ Ci } 

dasselbe ist, ffir die -zr Wertpaare a = +7s — • +?^ — » . . . 
' 2 ^ — 2m —2m 

+ ^^ — -z: — - — , für die sin^ a die -^ verschiedenen Werte an- 
— 2m 2 

nimmt: 



*) Ein entsprechender Satz gilt auch für ungerade m, doch 
bedarf man desselben für das Folgende nicht. 



384 § 24* Endliche Prodaktentwickelung von cos x nnd sin x . 

TT . , 3 TT (m — 1) jr 

Sin« - , sin» ^r— , . . . , sm2 . 

2m 2m 2m 

Aus § 7 (10), S. 65 folgt, dass, wenn eine ganze (sc. nicht 
identisch verschwindende) Funktion fn{js) n*®*^ Grades mit dem 
konstanten Gliede 1 für die n verschiedenen Werte ^ = ^i , 
^2 • • •; ^8 vei schwindet^ die Identität besteht: 

(104) /(.) = (l_^)(l_^)...(l_|.). 

Mit Rücksicht hierauf geht aus (U.) die Zerlegung 
hervor: 

r.riK . L sin^a \ L sin^a 

(105 a) 




sm^ — 



2w> 



sin^ o. 
1- .r»,-l)^ U>» gerade). 

Ähnlich verschwindet -Jl'i^^^ für die ? - 1 ver- 

msmacosa 2 

schiedenen Werte von sin^a: 

sm2 — , sm2-— , ... sm2^ — - — '—, 
2 m 2m 2m 

und es entsteht die zu (105a) parallele Zerlegung: 
sin ma 



(105b) 



m sm a cos a 




sin* a 



. (m-2)jt]' 
2m 



JSetzt man jetzt ma=^Xy so nehmen die Zerlegungen 
(105a), (105b) den Charakter endlicher Produktentwickelungen 
für ÄnXy cos ir an (m gerade): 
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X 



(106 a) C08Ä? = 



sm^ — \ / sin^ — 

m 




sin^ - — / \ em^ — — 

2m. 



1- 



• • • 



(106 b) sin a? = m sin — cos— ( 1 



sm«^^ — 5 

2m 



• 9 *^ \ / • 9 "^ 

sin^ — \ / sin^ — 
X XI ^ m \l ^ m 




m m\ . ^2n W . ^ ^n V 

sin^ — — / \ sin^ - — 
2m/ \ 2m> 

X 

sm^ — 
m 



sin^ 



(m — 2)7 r/' 
2m 



Für sehr grosse Werte von m würden — , ^r — , ^r— , — — . . . 
° m 2m 2m 2m 

sehr klem werden^ man könnte also nach § 5 (I.)^ S. 46 mit 

starker Annäherung die Sinus jener Argumente mit den 

X X 

letzteren vertauschen, und da sich zugleich msin — cos — 

^^ mm 

beliebig der Grosse x nähert^ würde man zu den unbegrenzten 

Entwickelungen geföhrt: 

-^-{-(¥n{>-(Kn{-(i^r}- 

Bei weiterem Fortschreiten würden sich aber Argumente 
einstellen^ die nicht mehr klein genug sind, um sie mit ihren 
Sinus verwechseln zu können, und man würde so auf ähn- 
liche Schwierigkeiten stossen, wie bei der Entwickelung von 

( 1 H — j in eine Reihe (§ 12, 8. 114). Es wird daher wieder 

W. F r. M e 7 e r , Differentialrechnung. 25 



386, § 94* Einführung des Tangens an Stelle des Sinns. 

erforderlich sein, beim Übei^ang z« den genannten Argumenten' 
die Ausdrücke (106a) (106b) in zwei Grenzen einzuschliessen, 
die eine Diskussion für ein unbegrenzt wachsendes m ge- 
statten. 

Man gelangt zu zwei, zu (106 a)^ 106b) analogen Ent-« 
Wickelungen^ wenn man statt der Sinus innerhalb der ein- 
zelnen Klammem die entsprechenden Tangens einführt. Für 
irgend zwei Argumente u, v iat identisch: 

sin^w o . • o sin^ii / tg^u\ 

(107) 1 ;-^- = cos2 M + sm« w ,-r- = cos2tt 1 — ;^V- • 

^ ^ sm^i? sm^t? \ tg^W 

Somit gehen den ; Entwickelungen (106a), (106b) die folgen- 
deil zur Seite: . 



(108a) cosaj^cos"*— ( 1 




•I' 






,(m-l)n}' 



^ 2m 
(108b) BinÄ^mtg-cos"*- 1 — 



1 — 




• • • 



^{m — 2)n }' 



tg 



2m 



Hier geboren die Argumente ^, -^, •• v^^" " m 

alle dem ersten Quadranten an, und das nämliche gut für—, 
sobald man m hinreichend gross wählt. 



DoppelunffleioiiaQg zwiBonen -; — , — , -~ — . 387 

■^*^ * ® sin v ' V tg t7 

sin u u 
Nun besteht zwischen den drei Quotienten — — , —, 
X smt? t; 

^, wo w, v dem ersten Quadranten angehören soUen, 

tgV o / 

eine einfache Doppelungleichung. Sei zuerst u^v, also 
u==v + h iO <v < v + h< ^1, so wird nach dem Mittel- 
wertsatz: 

sin (t; + Ä) = sin t; + Ä cos (v + hd) (0 < d < 1), 



cos (v + %•») < -^ < 1 , 

tg v 



sin (v + Ä) ^ ^ . Ä /^ ^ . i ^ J^\ 

sm v v \ 2 / 

Durch Vergleichung der reziproken Werte folgt hieraus^ 

71 

wenn 0<t? — Ä<t?<y: 

sin {v — Ä) h 

» ^ j. — " • 

sm V V 

Entsprechend erhält man für 0<v<v + h<-^: 
tg(. + Ä) = <«t; + ^^^,^A__(0<^<l), 







sin V 


da aber: 




V 

sini; 


so wird: 








sin 


(f + Ä)^ 



tg i; t; tg v cos^ (t? + #A) ' 

da aber: 

> . .„ > - ^ > niTT. > 1. 



tg V cos^ (v + #A) tg V cos^ t? sin t; cos v sin t? 

so wird: 

25* 



388 § 2^* Unbegrenzte Prodaktentw. von cob x mit Fehlerabscbätzong. 
tg{v + h) 



tgv 



>1 + 



*(o<i;<t; + Ä<|), 



und hieraus wieder umgekehrt: 

tg(t;— Ä) , & /^ r^ Jt\ 

-i^<l--(0<.-Ä<t,<2). 

Fär«>. werden ^, «, ^ grösser als 1, ftr«< v 
kleiner als 1. 

Somit gilt^ wenn u, v irgend zwei Argumente 
des ersten Quadranten sind^ gleichgültige ob u^v, 
die Doppelungleichung: 



(109) 



1 — 



sin^ u 



sin^ V 



< 



1— — 

t;2 



< 



1 — 



tg2tt 



tg2t; 



Dies werde zuvörderst auf die Entwickelungen von cos x 
in (106 a), (108 a) angewendet. Man darf sich offenbar auf 

positive X beschranken. In (108 a) ist noch der Faktor cos*" 



m 

zu berücksichtigen, der < 1, aber, wie aus § 17 IV, S. 214 
hervorgeht, bei beliebig wachsendem m den Grenzwert 1 hat. 

Der Uberschuss 1 — cos*"— = e lässt sich mit Hilfe des 

m "• 

Mittelwertsatzes leicht abschätzen. 



X 

Man hat: cos"* — = 1 — x cos"* 

m 

mithin, sobald — < tt : 

m 2 



-^^8in^(0<*<l), 



m 



m 



(110a) e^= 1 — cos"*- 

m 

fn^l '&X . '&X ^ . d'X ^ . X ^X^ 

= ajcos — sm — <x sm — <a:sm— < — 

mm m mm 



Setzt man zur Abkürzung: 



§S4. UnbegrenztoProdiiktentw.ToncosflJiaitFehlerAbsohfttzaiig. 389 
und nimmt ^ vorerst im ersten Quadranten an^ so sind alle 

X X 

Quotienten — = — , -^— = ^— etc. < 1 ; dann geht aus 

77 71 071 OJt 

2m 2m 

(109) und (106 a), (108 a) hervor, dass: 

... cos «H/ 
(112a) cos X < Um < :j , 

und hieraus folgt, dass lim i7|n=»cosa? ist, mit dem 
Fehlergesetz: 

(113a) cosa?=:/Z«,(l— «y, 0<4<1, 4<e»«, 
wo €m durch (110 a) abgeschätzt wird. 

Liegt X zwischen — und -^ , so wird der erste Faktor 

in i7m negativ, cos x desgleichen, in (112 a) vertauschen sich 
beide Seiten der Doppelungleichung, während (113 a) unver- 
ändert bleibt. Dasselbe wiederholt sich, wenn x in einem 

LxtervaUe von der Form ^^-^^ , (^^^^) gelegen 

ist, dagegen der ursprüngliche Fall, wenn x den dazwischen 
liegenden Intervallen angehört. 

um die analoge Entwickelung für sin x durchzufuhren, 
hat man zuvor noch die Annäherung des in (108 b) auf- 

X X 

tretenden Faktors m tg — cos*" — , der für den Augenblick 

m m 

mit q){p^ bezeichnet sei, an den Grenzwert x (für limm » oo) 

genauer festzustellen. 



^390 S^^* 'Önbegreiitt» Prodakteniw^Ton sin x mit FeMerabsdi&tzimg:. 
Nach dem einmal erweiterten Mittelwertsatz wird: 

<p{x) = x <p'{0) + -^ <p"{&x), <■»<!. 



Es ist aber: 

<p'ix) = cos"^* I (l - m sin« l) ,<p\0)^l, 



<p" (4 - cos"*-» ^ sin ^ ( - 3 + :! + «» sin» ^) . 



m m 



(- 



m 



Somit kommt: 



X — a?te)= ttXo msm* — )cos**~* — sm 

^^ ^ 2!\ m ml m 



(110b) 



^ 
w 



oder: 






3a;2 



99(a?)=-a?(l — 17«), i?m<-ö;--> lim^^=-0. 



Setzt man zur Abkürzung: 

(iiib) jr._(i-5)(x-5)...(i 

f 

{m gerade)^ 



X 



2 



i^P)' 



so kommt auf Grund von (106b), (108b), (109), indem maxi 
isieh wiederum auf positive x bescbränken darf, die Doppel- 
jongleiQbung; 



(112b) 



sm rc TT, ^ sm a; 

<n;n< — 



, . X X 

m sm — cos — 
m m 



X X 

m tff — cos*" — 
° m m 



in allen Fällen, wo x einem Intervalle von der Form 
(2t^jr, (2n+ l)j7) angehört, während in den anderen Fällen 
nur beide Seiten von (112b) zu vertauBohen sind. Somit 



§ 84. üiLMDidliohe Produkte für cos x nnd sin x. 



391 



bat a?i7m für hmm^oo den Grenzwert sin ^. Gemäss 
(112b), (110b) ergiebt sich die Fehlerabsohätzung: 

(113b) sin a; = x 774(1 — rj'„,), r]^<: rjmy lim riU = 0, 

wo rim (110b) zu entnehmen ist. 

Damit ist das von Euler erhaltene, von Cauchy mit 
Rücksicht auf die Konvergenztheorie strenger begründete 
Resultat bewiesen: 

(W.) „Es lassen sich cos x und sin x durch 
die beliebig weit fortsetzbaren Produkt- 
entwickelungen darstellen: 



(114a) 



COSÜ? 



=(-^)(-s)- 



(^ 






^), 



(114b) 



(m-1) 
ma. = a.(l-|J)(l -£,)... 




(1 - n'^), 



{m gerade), 



wo €,'„ riin positive Grössen < 1 sind, die für 
m =» oo verschwinden, und die die Ab- 
schatzungen €i<€,„, fj!n<Vni (HOa), (110b) 

gestatten.^* 

Indessen lassen sich die Funktionen cos x, sin x auch 
allein durch die unendlichen Produkte (ohne Kenntnis eines 
Restfaktors): 

(ii6bnsi..-«(i-5)(i-^)(i-^)... 



*) Setzt man in Formel (115b) [resp. (I14b)] x = 
kommt: 



31 

2' 



80 



392 § ^^- Unendliche Produkte för cos x nnd sin x, 

definieren. Denn die Produkte der Klammerfaktoren sind 
beide von der Form (1 — Uq) (1 — %)..., wo die u positiv 
sind und die Reihen der u (abgesehen von einem Faktor 

—z resp. — r-j eine hyperharmonische Reihe (37), S. 334, mit 

a = 2 resp. ein Teil einer solchen sind, also konvergieren. 
Demnach konvergieren gemäss (T.) 8. 379 jene Produkte un- 
bedingt*), und zwar auf Grund von (114 a), (114 b) gegen 
cos X resp. sin x . 

Somit gUt als Ergänzung von (W.): 

(W'.) „Es lassen sich cos o? und sina; auch 
durch die unendlichen Produkte (115a), (115b) 
darstellen oder definieren.^^ 

Ersichtlich sind diese Darstellungen der analytische 
Ausdruck der Thatsache, dass cosa; für alle Werte: 

X = + *Q (^ = 1, 3, 5, . . .) 



l=(-i)('-ri)('-i^)('-rij)-- 

= 1 ^ ^ "^ ^ 1. 1. 1. 

oder, wenn man auf beiden Seiten den reziproken Wert nimmt: 

n 22446688 

— ^^ — . — • — • — • — • — . — • — • • • • 

2 18355779 

Diese Entwickelang verdankt man Wallis; man hätte sie anoh 
aus (115a) [resp. (I14a)] ableiten können, wenn man beiderseits mit 

1 dividiert, und x gegen -^ konvergieren lässt. 

^ Denkt man sich dagegen jeden Klammerfaktor, wie weiter 
unten, in 2 in o; lineare Faktoren zerlegt, so erscheint jedes der beiden 
unendlichen Produkte in der Gestalt: 

(1 + «o)(l-0(l + t*i)(l-t*i') . . . , 

wo die Reihen der positiven u und u' als Teile von harmonischen 
Reihen divergieren; mithin konvergiert dann jedes der beiden Pro- 
dukte gemäss (VI.), S. 881, bedingt. 



§ 24. Periodizität von cos a? and sinx. 393 

verschwindet und nur für diese^ und entsprechend sin x*) 
für alle Werte x=^±^kjt(k = 0, 1, 2,...) und nur 
für diese. 

Aus (114a)y (114b) entnimmt man unschwer die Eigen- 
schaften cos (^ + jr) = — cos X, sin {x + n) = — &uix, wo- 
raus die der „Periodizität^': 

cos (x + 2 7z) =^ cos Xy sin {x + 2n) =^&iax 

unmittelbar folgt. 

Man zerlege nemlich Ilmix) = Um (lila), wie folgt: 

(111.) ir.W = (.+^)(i+ II)... (i+j^) 

' l^ "" ^) v^ ~ w • • • r ■" (m - 1) J • 

Hier ersetze man x durch x + n. Dann geht in der 

2x 
oberen Zeile von (lila) jeder Faktor 1 + t— (äj = 1, 3, 5, . . .) 

Je + 2 ( 2x \ . 

über in T 1 1 + ,., . ^, ), während in der unteren Zeile 

Je \ {Je + 2) 7t/ 

1 übergeht in — (l ), jeder weitere Faktor 

1 — ^— (ä; = 3,5,...) in — = — (l — 7^ ttt-]' Fasst man 

Jz7i^ ^ ^ / Je \ {Je — 2)71/ 

zusammen, so ergiebt sich: 

*) Hierauf beruht eine einfachere Methode, am zu der Produkt- 
entwickelung von sin cc — und, mittels der Belation : 



cos X 



= em(|--a;j 



auch Yon cos x — zu gelangen. Man verfahre wie in § 5, setze: 

1 . , X X . X . Jl — X 

— sm 05 = sm — cos "ö" = sm "ö" sm — - — , 

wende auf jeden der beiden Faktoren von neuem die Halbierung des 
Argumentes an u. s. w. Schliesslich gehe man, auf Grund von § 5 (I.) 
von den Sinus rechterhand zu deren Argumenten über. 

Indessen ist die im Texte befolgte Methode in mancherlei Hin- 
sicht instruktiv. 



394 % 34. Feriodmtftt von oo« x und sin x. 



/ttO \ TT / . \ ^ (m + 1) TT TT / N 

1 — 1 1 r^ 

m (m — 1) ITT 

Da hier der Faktor von IIm{oi>) inr m^oo den Grenz- 
wert — 1 besitzt, so folgt mit Rücksicht auf (114a) in der 
That: cos (a? + jt) «- -r- cos x. 

Hinsichtlich sin^ zerlege man analog^i7m(a;)=a;i7^(lllb): 

(im).ff4.)-4+|)(i+^)...(i+^)/_^_8^ 

Vermöge der Substitution von x + n statt x geht in 

der oberen Zeile von (111b) x über in jt (iH — ], jeder 

X i ~l— 1 / X \ 

weitere Faktor 1 + t— {i«l, 2...) in — ^(1+ ,. . ^. )» 

171^ ' * \ (* + 1) jr/ 

X 1 
dagegen in der unteren ZeHe 1 in x, jeder weitere 

Faktor 1 — -^(t = 2,3,...) in ^^(l—TT-^TT-V I>ie 

tJI * \ (t 1)71/ 

Zn..™.«^^ Wert: . + ^_ 

(116b) (a; + 7r).7Z;,(a; + ^) 4^ (? + 1)^ .^j^^^^; 

* 1-^ 

wo wiederum der Faktor von x Um {x) für m = c» den 
Grenzwert — 1 besitzt^ sodass mit Bücksicht auf (114b) in 
der That: sin(ir + :7r) « — sina; wird. 

Ahnlich kann man aus (114a)y (114b) direkt Beziehungen, 

wie cos ( -^ — xj = einx, sin (-^ — o?) « cos x , und andere 
herleiten. 



